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REGIME SINUSOIDAL - NOTION D’IMPEDANCE - corrigé des exercices

A. EXERCICES DE BASE

I. Réalisation d'un champ tournant

1. + La premiére bobine crée un champ magnétique : B_f = B,, cos(wyt) u, (par symétrie, le champ
créé sur l'axe de la bobine est parallele a I'axe Ox ; en outre, il est proportionnel au courant dans la
bobine).

+ La seconde bobine crée un champ de méme norme maximum B,, (les bobines, les courants et les
distances sont les mémes), mais perpendiculaire au précédent et en avance deg :
B, = +B,, cos (wo t+ g) U, = B, sin(w, t) u, .

¢ remarque : au fur et @ mesure que le condensateur se charge, la tension disponible pour la bobine
diminue plus t6t (et inversement pour la décharge), donc B, serait a priori en avance sur B, (pour
wot =0, sa phase étant déja a g ) ; mais le schéma simplifié n'indique pas dans quel sens se fait
I'enroulement des spires des bobines, donc on ne connait pas vraiment le sens du champ magnétique.
- Le champ total est ainsi: B = B, [cos(w, t) Uy * sin(w, t) Uy| = B,, ¥ orienté selon le vecteur uni-
taire U = cos(wg t) Uy * sin(w, t) u, quitourne a la vitesse angulaire +w, .

2. + Puisque la tension appliquée aux deux branches est la méme, les conditions précédentes imposent
pour celles-ci des impédances complexes :

¢ de méme module : |R +jLw,| = |R + R +]j -(Lwo _L)| :

Cwy
ce qui peut s'écrire : 220 = — RK
tan(¢z) "R Lwo_%o :

¢ déphasées de ~ : tan(¢y) = —

+ La résolution du systéme d'équations donne: Lw,=R+R et R =%— Lw, d’ou on déduit:
0
1 y _
C = m et R = Lwo R .

¢ remarque : on constate en particulier que le montage n'est possible que si R < Lw, .

II. Pont de Wheatstone en régime alternatif
1. + La condition “usuelle” d'équilibre du pont correspond a : Z, Z, = Z, Z, avec les notations suivantes.
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- Dans le cas étudié ici, cela correspond & : (jLw)? = —— clest-a-dire & : (LCw?)? =1, ce qui est

(Cw)?
vérifié. Par conséquent, il peut sembler logique de considérer que i =0 dans Z; =R.

2. + Compte tenu de la symétrie centrale (Z, =Z, =jlw et Z,=27; = jciw), le courant est le méme

respectivement dans les deux bobines et dans les deux condensateurs.
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« En appliquant la loi des mailles, avec la condition donnée par I'énoncé (jLw = ~w ), on obtient :

—e—jlw. (' =) +jlwi’=0 et jLwi’+Ri+jlLw.(’ —i) =0 ; on en déduit : g=jciw=—jc(ug.
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3. « La contradiction apparente vient du fait qu'on a utilisé sans précaution la condition “usuelle” d'équi-
libre du pont ; cette condition correspond en fait a annuler le numérateur de I'expression générale de
i, mais cela n'est cohérent que dans les cas ou le dénominateur est non nul. Or, le cas présent né-
cessite de refaire le calcul car la condition d'équilibre correspond a la résonance. C'est donc logique-
ment la seconde méthode qui aboutit a la bonne réponse dans la mesure ou elle reprend un calcul
plus complet.

« Pour s'en convaincre, on peut refaire le calcul par une troisieme méthode (par exemple a I'aide du
théoréme de Thévenin), avec des bobines de résistances r, puis considérer la limite r - 0. Pour
cela, on remplace la partie du réseau complémentaire de R par un générateur de Thévenin de force
électromotrice e’ et d'impédance Z’ .

+ Laf.e.m. e’ est égale a la tension “a vide” (en I'absence de R).
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Or, la loi des mailles donne : —e + (r +jLw + ],Ciw) i’ =0 d'ou on déduit (en simplifiant) : i’ = % . On

. ) . 1 o +2jL
calcule ensuite : e’ =upp = (-7 —jlw +].C—w)5 =—e 22 T] =,

+ L'impédance Z’ est égale a limpédance du méme circuit, avec générateur a l'arrét (e =0, ce qui

correspond a le court-circuiter) :
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Or, cette résistance correspond a deux assemblages en série avec pour chacun r +jLw en paralléle

1 , 2 jL .
aVGCT:Z=f=— Tﬂw]L(/)
JCw r+j—Lw+ch T
. . . e r+2jlw P N .
« On obtient donc finalement : i = —=—e ——————— . Dans la limite ou r - 0, on obtient :
= R+4Z = Rr-2(r+jlw) jLw
i » -2 = —jCwe ; mais il faut noter que dans ces mémes conditions : ¢’ - c et Z’' - o (d'ou le ré-

= jLw
sultat incohérent si on simplifie n'importe comment).

III. Pont en “P/Q” et pont en “PQ”
+ Pour le pont en “P/Q”, la condition d’équilibre s’écrit: PZ,=Q Z, c’est-a-direque : Z =2, g ale
méme argument que Z, ; il s’agit donc d’impédances de méme nature.
+ Pour le pont en “PQ”, la condition d’équilibre s’écrit: PQ =Z Z,, c'est-a-direque : Z = % aun ar-
gument de signe contraire a celui de Z, ; il s’agit donc d’impédances de nature différente (c?apacités et
inductances).




IV.

1.a.

1.b.

2.a.

2.b.

Equation différentielle
- Les relations sont : i, =i+ i, +1i, ; Ri=%=Ri2+"—; L =4y i, =q, .

« En éliminant les charges (etenposant T=RC): T[] = i; = 7[1,] + i, .
- On en déduit I'équation différentielle : 7 [1.] = (7 [1,] +i,) + 7. [r [1,] + 12] +1[1,] qui peut s'écrire

en simplifiant : 72 [i,] + 3 7 [1,] + i, = T [1,] .

.4z . . . Y. 1 .
* En considérant un pont diviseur de courant : i, =i, Y+;2+Y avec Y=— ¥ =jlw ; ¥, = P
T2 -

' T Lo jwt

c'est-a-dire : L, =1 m

- La relation précédente peut s'écrire : ((j wt)? +3jwt + 1) i, = jwt i, ; mais en régime sinusoidal la
multiplication par jw correspond a une dérivation, donc on retrouve : 72 [1,] + 37 [1,] + i, = 7 [1.] .

¢ remarque : on peut vérifier que le régime continu correspond a i, = 0 pour le circuit considéré.

¢ remarque : cette équation étant valable pour tout régime sinusoidal, elle est en fait aussi valable
pour tout régime variable car la “transformation de Fourier” permet de décomposer tout signal en une
somme (intégrale) de signaux sinusoidaux ; ainsi le raisonnement précédent n'est pas seulement une
astuce pour trouver plus simplement I'équation, c'est en outre une démonstration.

B. EXERCICE D'APPROFONDISSEMENT

V. Transformée de Fourier

1.a.

1.b.

l.c.

1.d.

l.e.

1.f.

+ On obtient par linéarité de l'intégrale :
J2IAf@® +pg®led®tdt =2 [ f)eTetde+u [° g(t) e dt.

+ Avec u = at on obtient (en rectifiant au besoin Ies bornes selon sgn(a) ) :
du

2 fatyeotde = [7 fuyerlon/a = = [7 fu) e @D dy = — ¢ (2).

lal ~ lal

* Avec u =t +t, on obtient:
IO ft+t)ed?tde = [T fu)e @@t qu = [T fu)eTOte? b du = e p(w).

« On obtient :
JZIf@ e@otleTiotde = [ f(t) e @90t dt = p(w — w,) .

+ On obtient :
FU©) = [0 et de = [£(6) 041 - [, £ L0 g

F{UO) = _ 1% p(e) X0 g = — [ F@©)[-jw e de = o p(w)
¢ remarque : [f(t) e @ ]%, = 0 car la fonction est intégrable ( f(+) =0).

* On obtient :
FitfOy=J"_ft)jtedtdt =— " f(t) [d(e ] dt -
Fht F©) = == [[7, f(0) et de] = - 222

dw

- Avec F(t) = [*_f(w)du et ®(w)=F{F(t)} on obtient:
jo F{[°, f) du} =jo [ F(t) et dt = jo d(w) = F {2} = F{f(1)} = p(w) .



4.b.

+ En utilisant (1.c.) on obtient :
Flh©)} = [T h) et de = [T [[7 f(t—1) g(x) dr] et dt ;
Flh@}y = [0 fe—ned@tdt] g(v) dr = [ [eT° F{f()} g(x) dr ;
Flh()} = FIF ()} [, e7T g(x) dr = F{F (D} Flg(®)} .

0 remarque : inversement F{f.g} s'exprime en fonction de F{f} = F{g} .

+ La transformation inverse montre que f(t) peut s'exprimer comme une somme (intégrale) de fonc-

tions de la forme e“t avec des coefficients respectifs @ .

+ Dans la mesure ou les problémes étudiés sont linéaires, si on connait une solution pour chacun de
ces termes exponentiels, alors la solution globale s'obtient par une somme (intégrale) des solutions
partielles pondérées par les coefficients respectifs.

- Les formes sinusoidales pouvant se ramener a des exponentielles du type considéré, I'étude du
fonctionnement d'un réseau en régime sinusoidal permanent permet en principe d'en déduire son
comportement en régime quelconque.

- L'équation peut s'écrire : e = L 2—i+ Ri+ % fidt.

+ On obtient: € = (ij +R+ ]wic) J ; méme relation que celle entre représentants complexes.

« Pour résoudre le probléme par l'intermédiaire de la transformation de Fourier, on est toutefois rame-
né a étudier le cas ou € est la transformée d'une exponentielle eti®t ; or on ne peut pas simplement
considérer qu'il s'agit d'une fonction intégrable : cela nécessite une généralisation non évidente (c'est
intégrable au sens des “distributions”). C'est pourquoi il est souvent plus simple d'utiliser une transfor-
mation analogue : celle de Laplace.

¢ remarque : la “distribution” delta est une généralisation de la notion de fonction, définie par son com-
portement dans les intégrales : f_°°m6(x) f(x)dx = f(0) ; le régime sinusoidal amene a considérer :

i L. , ~ £ E,, el®@ot
E=F{E, e} =2nE, §(w—w,) ; avec la transformée inverse : i = F {- —p=—m
- ]wL+R+].w—C ]w0L+R+W

dans ce cas, il y a plus simple... mais la méthode de Fourier s'applique a toute forme de signal.



