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REGIMES TRANSITOIRES - CIRCUIT RLC - corrigé des exercices

A. EXERCICES DE BASE

I. Régime propre d'un circuit RLC

1.

+ L’équation différentielle qui décrit le régime “propre” d’un circuit RLC-série peut s’écrire (loi des

mailles) : Ri+ L %+%=O avec i=%. Cecicorrespond a: §+2aq+wiq=0 avec ‘Z:;;L et
1

Wy = \/T_C .

+ En régime “propre” peu amorti (R faible, tel que a < w, ) les solutions sont pseudo-périodiques, de

s . 2 N
laforme: q =q,e ¢ cos(wt+ ¢) avec w =, wi — a?. La pseudo-période est: T = :" ou w peut
' . 21 R To
s'exprimer aveC wo=— ; ainsi: T = ———.
" 1-(52)
2T

¢ remarque : on retrouve bien ainsi T - T, quand R — 0 (c'estadire a —» 0).
2 _ 2
« En développant & l'ordre le plus bas: T =T, .(1 +%(“T°) ) et f=""x %(‘Z—TO) . La limite

2m To 21

_ \ R 2 2 , L 8 L
B <1073 correspond alors &: a = — < — |—— c'est-a-dire : R < /— -~280Q.
2L To 1000 1000 C
- Le facteur de qualité peut s’écrire : Q = 222 = = Avec 'approximation : f ~ l("‘—T")z =— on
q P 2T R T an’ PP ' “2\2n/) T 82’

obtient alors pour la résonance aigué : g =~ 1,2.107% ; on peut donc en conclure qu’un circuit RLC
peu amorti, donc trés résonant, effectue des oscillations libres trés semblables aux oscillations forcées
résonantes.

2 “ [T . . 1
+ Pour une résonance “moyenne”, 'approximation S = T donne B = 0,12 ; on peut donc en con-
clure qu’un circuit RLC moyennement amorti, donc médiocrement résonant, effectue des pseudo-
oscillations libres a peu prés semblables aux oscillations forcées résonantes.

, , . . 1 .
+ Pour une résonance floue, I'approximation g = T donne B =12 > 1 ; elle est donc visiblement

T
absurde. Le calcul exact donne : T = —2

, C’est-a-dire qu'il n’y a plus de pseudo-oscillations pour

1__
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II. Réponse a un échelon de courant

1.a.

1.b.

l.c.

2.a.

. . , e . . . Y di
* La loi des nceuds impose : i, =i+ i’ +i”. Laloi des maillesimpose: Ri' =1L d—i .

. . ., ; o d
* La loi des mailles impose : Ri’ = % . La charge du condensateur impose : i” = d—'z .
— . . . dzi 1 di |, 1 ., 1,
+ La combinaison des équations précédentes donne : — +— —+—i=—i..
dt RC dt LC LC
-Enposant « = — et w, =— l'équation précédente s'écrit : i 2By w2i=wli
2RC 0™ vIc " de? dt 0 0 "¢

- Le discriminant réduit de I'équation caractéristique correspondante est: A’ = a? —wé <0 .
«Pour t <0, la solution de I'équation différentielle peut s'écrire : i = e ** [A cos(w t) + B sin(w t)]
avec la pseudo-pulsation w =/wi — a?. La situation étant invariante pour tout t < 0, la seule so-
lution possible est: i = 0. On en déduit : i'=%2—i=0 et i"=RCZ—’;=O.
*Pour t =0, lasolution estdelaforme: i =1+ e %" [A cos(wt) + B sin(w t)] et les conditions ini-
tiales imposent : i =1 — et [cos(w £) + = sin(w t)] .

, L di ar’

e —qt 2@ . _ .
'OnendedUIt:l—;a=1e‘”fsm(wt) et L=RCE=1e‘”[cos(wt)—%sm(wt)].



2.b.

« Les allures des variations respectives des courants i, i’ et i” sont les suivantes.
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3.a.

3.b.

* Le discriminant réduit de I'équation caractéristique est ici: A’ =a?—wé >0 (avec les mémes
notations).

« Pour t <0, la solution de I'équation différentielle est de la forme : i = Ae ™t + Be #! en posant
B=ya?—wi ; A=a—pB et pu=a+p > 2. Lasituation étant invariante pour tout t < 0, la seule
solution possible est: i = 0. On en déduit: i’ = % Z—i =0 et "=RC Z—i =0.

« Pour t >0, la solution de I'équation différentielle est de la forme : i =1+ Ae *t + Be™#! etles

conditions initiales imposent : i =1 —1 ﬁ [e‘“ —% e™H t] .

L L ai _ - ar _ Ao
=== [t — e#t] et L=RCd—i=Iﬁ[e ”t—;e’”].

*On en déduit : i’ =

« Les allures des variations respectives des courants i, i’ et i” sont les suivantes.
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4.a.

4.b.

4.c.

4.d.

1,2 T
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. . i s . . . . di
 La loi des mailles modifiée s'écrit maintenant: Ri'=ri+ L d—i .

. . . d?i 1 di | R+r 1 . 1.
- La combinaison des équations donne : ~— + (— + f) S ===,
dt RC L/ dt R LC LC

+ Pour retrouver la méme équation, il est nécessaire et suffisant d'imposer :
1 1 r 1 R+r 1 1 , 1

—=—+- =m=——; =I'==1.

R C RC L Lc R LC L C LC . o . .
+ Ce systéme de trois équations a quatre inconnues a en fait une infinité de solutions : on peut imposer
une contrainte supplémentaire.
¢ remarque : on ne peut pas imposer I’ =1 car la seconde équation donnerait r =0 .

. ) . ) L B R ) R
*Enimposant ¢’=C,onobtient: R=—R ; L'=—1L ; =—1.
L+rRC R+7 . R+r

¢ remarque : cette “renormalisation” des coefficients permet de simplifier le calcul et de retrouver

toutes les quantités souhaitées.

«Pour t >0, la solution de I'équation différentielle est de laforme : i=I'+Ae*t +Be ¥t avec

les coefficients : @ = — =88 g+ wo=—== Bl o, ; p=Ja?—wl ; XY =a - et
2R'C L Lrc R

w=a+p.

+ Les conditions initiales imposent ici encore la continuité de i(t) dans la bobine (car dans l'induc-

tance) et la continuité de la dérivée Z—i (continuité de la tension aux bornes du condensateur, donc de

. . di . L . - di
la tension ri+ L d—z aux bornes de la bobine, donc la continuité de i impose celle de d—z )

. o o . Py i . 1 L . . .
* Le raisonnement sur le régime apériodique nécessitait R > > \E ; l'application au nouveau raison-

, . N , 1 | . L R
nement nécessite de méme R’ > PN , €ecl Impose donc :

L+TRC R+7

o . L? 2R%C . . L
+ On en déduit la condition : r < E(l - ) ; c'est donc envisageable seulement si la résistance

r de la bobine n'est pas trop grande.
2R%C
L

* Qui plus est, la condition R > % \E correspond a >% ; il faut donc que le régime ne soit pas

2R%C
L
r, ne sont pas du méme type, donc le raisonnement ne peut pas s'appliquer).

7 » o . 1 .1 L L .
trop” apériodique : > < <1 correspond a > \E <R< /Z—C (sinon les deux cas, avec ou sans



III. Limite du régime critique

1.

oat nett-aert

= +E.

* Pour a > w,, on peut ré-écrire I'expression sous la forme : u(t) = (E —E’) e
+ Lalimite @ - w, corresponda u - a et A - a ; ainsi:
at
u(®) > ( — Eye et L) p o (F - Bye 2t (at+1) et +E

u@) > (E—E)(at+1) e *t+E.

*Pour a <w,, prés du cas critique, la décroissance rapide de I'amplitude d'oscillation fait que le
comportement général est semblable a celui au voisinage de t=0. On peut alors considérer
cos(wt) 1 et sin(lwt)~wt ; cecidonne : u(t)~(E—E)e **(1+at)+E . Des précisions
sont toutefois nécessaires.

Al t_ g At
*Enposant ' =a—jw et ' =a+jw, onpeutécrire : u(t) = (E — E") e 22t %
limite @ - w, corresponda w -0, W' - a et I’ - a ; on obtient ainsi le méme résultat que précé-
demment.

+E. La

B. EXERCICES D’APPROFONDISSEMENT

IV. Propagation le long d'un cable coaxial

1.

* Le courant traversant la capacité est : i; = i(x) —i(x +dx) = —6i = —a—; dx
8q
o (u(x+d 93¢ 1 9i . . a 1 9i e
- On en déduit ; 206+d0) _ Ae) o 10 . Ceci peut s'écrire : = = -~ = car la différence entre
at ot Yy O0x at Yy 0x

u(x) et u(x + dx) estici négligeable puisque d'ordre supérieur.

. . ai A ai A ai
- Les tensions aux bornes des inductances sont : u,, = 6L a—i =< dx a—i et upy =—3 dx a—z.
L. ai . a 7] ai
- On peut éctire : du = u(x +dx) —u(x) = —Adx — mais du=—dx donc: == —1 =—.
at dx ox at
. . . , . . 0%u a%i a%u
* En combinant les deux équations entre u et i, on obtient : = AT y A 3z donc u est
. , . 92 92 . . , .
solution d'une équation de la forme : a—x’; -y a—tf = 0. On obtient de méme une équation de cette

forme pour i.

2 2
07 - L 27 . glles sont solution de I'équation du type

* Les fonctions de la forme f (t + E) donnent: —— =— —

s s . 1 1
précédentsi: ¢ = Nz = T
+ Ce type de solutions décrit une propagation, a la célérité c versles x > 0 pour f; (t — f) , puisqu'on
retrouve la méme valeur de la fonction pour t'>t a la positon x'=x+ct>x. De méme
fz (t + %) décrit une propagation a la célérité c versles x < 0.

«Enoutre, ¢ = =3.108 m.s~! est la célérité de la lumiére dans le vide.

1
vV €o Ho

V. Transformation de Laplace

1.a.

+ Pourvu que les intégrales convergent (ce qui peut imposer des conditions restrictives sur les fonc-
tions f autorisées), on peut intervertir I'ordre d’intégration en respectant le domaine (u,t) € R*?
avec t>u:

L {fy fadu} = [7(f; £ du) et de = [7(f7 et dt) f(w) du ;
L{fyf@du} =1 [P fu)du=3 L{f@}=3F@) .



1.b.

l.c.

1.d.

2.a.

2.b.

2.C.

3.a.

3.b.

3.c.

6

Oremarque : L{f(w)}=L{f(t)} car la variable t de f(t) est “muette”, c’est-a-dire qu'elle disparait
(apres intégration) dans I'écriture de F(p) .

+ D’une fagon analogue, a I'aide d’une intégration par parties :

£ (40} = 2 SO epegp = [y el - [ F(0) LD ar

L {%ﬂ} =f0)+p f0°°f(t) e Pldt=p L{f()}=p F(p).

+ Par simple intégration :

L{h®)} = [T h() e Pidt= [ ePdt= —é [ePt]o = i

+ De méme avec un changement de variable :
LEn(t—0)} = [h(t—0)ePtdt =[] ePtdt=[" ePt*Dar ;
L{h(t—@)} =eP0[” ePldt = % e PO

+ D’une fagcon semblable :
L{h() e = [h(t)e @t ePldt = [ e POt ds = —.

p+a
+ De méme avec un changement de variable :

_ -a.(t-0)) — .—p@ —aty —_1 _-po
L{nt-0)e }=ePOL{h(t)e 2t} el
¢ remarque : il y a une symétrie de comportement :

¢ la multiplication de f(t) par e ¢ décale F(p) en F(p + a) ;
o le décalage de f(t) en f(t — 6) multiplie F(p) pare™? .

+Pour t <0 le condensateur est déchargé et la tension entre ses bornes est nulle ; le courant est
donc nul et la tension aux bornes de la résistance est nulle : la tension E se retrouve aux bornes de
I'interrupteur.

+ L’assemblage RC est alors soumis a une tension nulle, mais ceci n’équivaut a un générateur de
f.e.m. nulle que si le courant est libre de circuler. Toutefois, on considére le cas ou le condensateur est
déchargé, ce qui implique un courant nul, donc le circuit avec l'interrupteur qui empéche le courant de
circuler (en supportant E) revient au méme qu’un circuit avec une f.e.m. nulle en l'absence
d’interrupteur.

« Pour t > 0 le circuit est soumis a la f.e.m. E, ce qui équivaut au total a : e(t) = E h(t) .

« La loi des mailles s’écrit : e(t) = R i(t) +% i) dt.

+ Par sa définition sous forme d’intégrale, la transformée de Laplace est linéaire :
L{f+gt=L{f}+L{g} et L{af}=a L{f}.
+ Compte tenu de la question précédente, on en déduit: E(p) = R I(p) +% % I(p) .

«Puisque : E(p) =L{e(®)}=E L{h(t)} = S, on en déduit : I(p) = ﬁ . D’aprés la question
: RC

précédente, on obtient : i(t) = % h(t) et/ avec t=RC .

* La loi des mailles s’écrit : e(t) = L % + Ri(t) +% [i(t)dt.

» On en déduit : E(p) =LpI(p) +RI(p) +¢ % I(p) .

« Puisque : E(p) = L{e(®)} =E L{h(t)} = S , on en déduit (en utilisant I'hypothése de factorisation du
E
L(p-o)(p-w”)

« Ceci peut se décomposer en fractions rationnelles simples : 7(p) = L(af_w”) (p_% — p_%) .

polynéme caractéristique, comme indiqué par I'’énoncé) : I(p) =




3.d.

- D’apreés la question précédente, on obtient : i(t) = ﬁ h(t) (e™@'t —e @"t) .

+ Si les deux racines sont réelles, elles sont négatives (les coefficients du polynéme caractéristique in-
diquent deux racines de méme signe dont la somme est négative) ; on obtient une somme de deux
exponentielles décroissantes, ce qui correspond a un régime amorti apériodique.

+ Si les deux racines sont complexes (conjuguées), leur partie réelle commune est négative ; on ob-
tient le produit d’'une exponentielle décroissante par une sinusoide, ce qui correspond a un régime
amorti pseudo-périodique.



