VISCOSITE - corrigé des exercices

I. Frottement d'un solide en translation
1. + L'invariance par translation fait qu'on peut considérer que tout le mouvement se fait dans la direction
et le sens de V, qu'on peut repérer par un axe Ox. La direction transversale dans |'épaisseur de la couche
de fluide peut étre repérée par un axe Oz. Le probléme se raméne ainsi a trouver v(z) dans le fluide.

¢ remarque : ce type de mouvement du fluide est nommé “écoulement de Couette” (ici plan).

« Une tranche de fluide de surface horizontale dS, comprise entre z et z +dz est soumise a des

forces visqueuses algébriques (selon Ox) : dF(z + dz) =1 W (z +dz)- d_S'(z +dz) = Z—\Z/(z +dz)dS etde
méme -dF(z) =-n Z—\Z/(z) dS (action réciproque de celle exercée sur la tranche au dessous).
+ On en tire la “condition d'équilibre” (mouvement uniforme) : Z—\Z/(z +dz) - Z—\Z/(z) =0.

g o . 9%v
¢ remarque : la condition peut aussi s'écrire a partir de la force volumique : f=m Av=mn Py =0.
z

+ Compte tenu de v(0) =0 et v(h) =V, la variation affine impose : v(z) = EV.
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2. + On en déduit le “gradient” : —- T puis la force qu'on doit exercer sur le solide pour compenser le

—

frottement du fluide : F = ] % V.

¢ remarque : la limite infinie quand h — 0 doit étre interprétée avec circonspection ; c'est un frotte-
ment solide qui s'applique dans ce cas.

II. Frottement d'un solide en rotation
l.a. -+ L'invariance par rotation et par translation selon l'axe (si on néglige les effets de bord) fait qu'on peut
considérer que tout le mouvement se fait dans la direction et le sens de u_(; en coordonnées cylindriques. Le

probléme se raméne ainsi a trouver la variation radiale de v(r) ou de 6°(r) dans le fluide.
¢ remarque : ce type de mouvement du fluide est nommé “écoulement de Couette” (ici cylindrique en
rotation).

+ Une tranche de fluide de dimension (dr ; r d6 ; dz) subit une force visqueuse volumique : f= M AV.
¢ remarque : il faut ne pas confondre : f= ! AV = M A(v(r)u_(; (0)) #n Av(r) u_(;

— — >

+ Une premiére méthode consiste a utiliser la propriété : AV = 6(6-6) - Vx(Vxv).
« En coordonnées cylindriques :

§.V=1i(rvr)+1w_ﬁ+w_z=o;
ror r oo 0z
ouC 1dv, odvy) — v, Iv,\| — 19 Tov,\ — 19 — —
Vxv=|-—2-—91y + L—Z|uy + |——(rvg)—— r)u:——rv u, =o() u, ;
(raﬁ az) ' (az ar) 0 (rar( 0) r oo 2 rar( 0) Uz = ¢(r) U,
Vnx(Uxv)=-29 o - 9
Vx(Vxv)=-—Tu, ; f =nAv=mn —|-—(rvy)| u
( ) ar ° 1 1r]ar(rar( 9)) o

¢ remarque : I'accélération centripéte associée a la rotation est imposée par les forces pressantes.
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» Le moment volumique algébrique est ainsi, en régime stationnaire : m=r.f=mn ra—(—a—(r ve)) =0.
r\ror

« Cette relation impose : 1 ai(rve) =A ;rvy= %Ar2 +B ; v(r)=Ar+ B (en simplifiant A’ = %A).
ror r



* Les conditions aux limites imposent :
V(Ry) =0 donc B=-A'R,? ;

2
v(Ry) =wyRy donc A’= % et finalement : v(r) = oy r T\
R’ -R, ( J

R

1.b. - Une deuxiéme méthode consiste a faire un détour par les coordonnées cartésiennes, pour lesquelles
le calcul du laplacien d'un champ vectoriel se ramene a des Iaplamens de champs scalaires (car les vecteurs

unitaires sont des constantes) : Av_Av u +Av u + Av, u

* On obtient ainsi :

2 2
Av, = A(-v(r) sin(0)) = (a— 19,129

arz +F5+r_2ﬁ) (-V(r) Sln(e)) ;

Av, = -sin(0) (B?J'FE) (r) - v( (2 882)sm(e) -sin(o) (a? FE—r—QJ (n
# 19 19
Avy = A(v(r) cos(6)) (a? PETA an)(V(r) cos(0)) ;
Av,, = cos(6) £+—i v(r) + v(r) Ll cos(6) = cos(6) 10 1 (r)
re 2 902 r2orar r? ’
~ (9 19 1 T — [ 19 1 —
AV = (87+F5-r—2)v(r) (-sin(6) u, +cos(6) u,) = (67+F5_r_2)v(r) Uy -

¢ remarque : l'invariance par rotation fait qu'on peut simplifier le calcul en considérant un cas particu-
lier puis en réinterprétant le résultat ; par exemple : 6 =0 ; u, = u,(0) ; u, = U, (0).
¢ remarque : on peut utiliser d'avantage les coordonnées cartésiennes (mais ce n'est pas trés appro-

A) - = [2 2 ; ;
prié) : r X“+y cos(0) = F sin(6 m

- Ceci aboutitdonca: f =nAv = i+1i—i (r);
=M M2 rar 2 o

, . I @ 19 1
* Le moment volumique algébrique est ainsi: m=rf=nr (a—+ FE__Z)V(r) =0.
r2 r

« Cette relation impose (on vérifie le résultat précédent) :

2
a_;/+i(1)=o : NLV_oa ; i(rv):Ar ;
ar ar an ar

rv= %Ar2 +B ; v(N=Ar+ E (en simplifiant A’ = %A)
r

l.c. +Une troisitme méthode consiste a étudier une tranche de fluide de surface latérale dS (cylindre),
comprise entre r et r + dr est soumise a des forces visqueuses algébriques (selon uy ) :

dF(r+dr)=n [§]relv(r + dr). d_S’(r +dr) avec d_S’(r +dr) =dS(r + dr) J; ;

-dF(r) = n [§]relv(r)-d_8’(r) (réciproque de celle sur la tranche intérieure), avec d_S'(r) =r.do.dz J;

* Alnsi : dF(r +dr)

=1 a—"} (r+dr) dS(r + dr) ; -dF(r) = [a_v} (r) dS(r).
ar rel or rel

+ Il est toutefois important ici de comprendre que le gradient doit étre considéré dans le référentiel
tournant correspondant : si I'ensemble du fluide tournait avec la méme vitesse angulaire , il n'y aurait pas
de frottement visqueux. C'est le mouvement angulaire relatif des tranches qui importe (et non le fait que pour
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ar ar ar

. . . N Y

o donné la vitesse est proportionnelle ar): v=ro ; [a—
.

rel



« Cecidonne : dF(r+dr) = [%(%) (r+dr) (r+dr2.de.dz ; -dF(r)=-

3(1)}«) r2.d0.dz.
or\r

» Les moments (algébriques) donnent ainsi la “condition d'équilibre” (rotation uniforme) :

AM(r + dr) = n.(r + dr)3. i(l) (r+dr)do.dz ; dM(r):n.r&[i(lﬂ(r) d6.dz
ar\r ar\r

3|9V S8 |a(v
(r+dr) .[ar(r)(r+dr) ro. ar(r)

(n=0

v(r
+ La relation précédente impose la forme : i(l) ()= A donc ﬂ = A + B. Compte tenu de
ar\r 3 r or2
2
R72_1
/2
v(R,) = w4Ry et v(R,) =0, on obtient finalement : v(r) = o, r T\
R%_1
Ry
R,2
av a(v r2
2. + On en déduit le “gradient” : [—} = r—(—) =-2wy ——— (le plus simple est selon la troisieme
or |ral ar\r R22 ]
R,
méthode). Le moment qu'on doit exercer sur le solide pour compenser le frottement du fluide est ainsi :
2
R—22+1 -
—_— ov — 1 — R1 R2 —
ar rel L—‘I (R2 _R'I )
Ry

¢ remarque : la limite infinie quand R; — R, doit étre interprétée avec circonspection ; c'est un frot-
tement solide qui s'applique dans ce cas.

III. Frottement d'un cylindre en translation
1. « L'invariance par rotation et par translation selon I'axe (si on néglige les effets de bord) fait qu'on peut
considérer que tout le mouvement se fait dans la direction et le sens de u? en coordonnées cylindriques. Le
probléme se raméne ainsi a trouver la variation radiale de v(r) ou de z*(r) dans le fluide.

¢ remarque : ce type de mouvement du fluide est nommé “écoulement de Couette” (ici cylindrique en
translation).

+ Une tranche de fluide de dimension (dr ; r d6 ; dz) subit une force visqueuse volumique : f= M AV.

2 - — — a( avy) —
O remarque :danscecas: f =nAv =n A(v(r)u;) =n Av(r) u, =n la—(r az) u,.
ror r
« Une méthode consiste a utiliser la propriété : AV = 6(5-6) - 5x(§x§).
« En coordonnées cylindriques :
§§=1i(r ) 1ve , NV, _g .
r r ao 9z
Vv = (102 No| g (Ve _WVa) e, li(rve)_lal u =V
r oo oz az  oar raor r a0 ar
S = o= 1o v\ — .z - 19( avy,| —
Vx(VxVv)= - —|[-r—%|u, ; f =mAv=n-—[r—2]| u
( ) rar( ar)z 1 T]rar( ar)z
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« Cette relation correspond a : o =
r

=|>

* Les conditions aux limites imposent :
V(R;) =0 donc B=-AlIn(R,) ;

v(Ry)=V donc A= v et finalement : v(r) =V .

R4 R»

In| — In| —=

Ro Ri

A H “ H ” av V 1 H 1 H H
2. + On en déduit le “gradient” : o T puis la force qu'on doit exercer sur le solide pour com-
In(z)

R
penser le frottement du fluide : F= n 27H V.

¢ remarque : la limite infinie quand Ry — R, doit étre interprétée avec circonspection ; c'est un frot-
tement solide qui s'applique dans ce cas.

IV. Ecoulement d'un fluide entre deux cylindres coaxiaux
1. « L'invariance par rotation et par translation selon I'axe (si on néglige les effets de bord) fait qu'on peut
considérer que tout le mouvement se fait dans la direction et le sens de u? en coordonnées cylindriques. Le
probléme se raméne ainsi a trouver la variation radiale de v(r) ou de z*(r) dans le fluide.

¢ remarque : ce type de mouvement du fluide est nommé “écoulement de Poiseuille” (ici cylindrique en
translation).

+ Une tranche de fluide de dimension (dr ; r d6 ; dz) subit une force visqueuse volumique :

; ~ — — 10( av,) —
f =m AV =nAMNVMNU,)=nAV() U, =n - —|r—=%]| u,.
n nA(v(r)uz) =mn Av(r) u, nrar( ar)z

« La force de viscosité totale sur un “tube de courant” de section dr.rd6 peut s'écrire (en norme) sous la

Jd (. ov A p .
forme : H.dr.rdé n la—(r Z). Elle doit étre compensée par une résultante des forces pressantes : dr.rdo
ror r

Ap. On en tire la “condition d'équilibre” (mouvement uniforme) : 1 i(r a_v) - Ap

ror\ ar) Hn
¢ remarque : I'énoncé suggere implicitement I'hypothése que Ap est uniforme sur toute la section.
« Cette relation correspond a : i(r a_v) = Ap r; N = AP r+ A ; v(r) = Ap. r2+ Aln(r) + B.
ar\ or Hn or  2Hn r 4Hn
* Les conditions aux limites imposent :
Ap
v(R,)=0 donc B=-—"R,2-AIn(R,) ;
(Ry) 2 2 (Ry)
2 2
V(R1)=O donc A= ﬂu ;
4Hn R4
In| —-
R

- 2 2 2 2 r
Vv(r) =- R, -1r9) + R~ - R .

¢ remarque : I'écoulement est de sens contraire a Ap.
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2. + Aprés moult simplifications, on en déduit le débit :

TAD o4 ooy, TAP (Rzz-Fﬁz)z
D=ﬂ-v(r)drrde=-8|_|n (Ro*-Ry%) + 8 |(R2) .
ni

V. Ecoulement d'un fluide entre deux cylindres coaxiaux
1. « L'invariance par rotation et par translation selon I'axe (si on néglige les effets de bord) fait qu'on peut
considérer que tout le mouvement se fait dans la direction et le sens de u? en coordonnées cylindriques. Le
probléme se raméne ainsi a trouver la variation radiale de v(r) ou de z*(r) dans le fluide.

¢ remarque : si vous cherchez comment se homme ce type de mouvement du fluide et que vous ne
trouvez pas d'autre nom, vous pouvez le nommer “écoulement de Laffaille” (ici cylindrique en translation).

+ Une tranche de fluide de dimension (dr ; r d6 ; dz) subit une force visqueuse volumique :

: ~ — — 10( av,) —
f =m AV =nANVMU,)=nAV() U, =n - —|r—%]| u,.
n nA(v(r)uz) =m Av(r) u, nrar( ar)z

« La force de viscosité totale sur un “tube de courant” de section dr.rd6 peut s'écrire (en norme) sous la

1a(rav_Z

forme : H.dr.rd6n - pe ) Elle doit étre compensée par une résultante des forces pressantes : dr.rdo
ror

ar
Ap. On en tire la “condition d'équilibre” (mouvement uniforme) : 1 i(ra—v = ﬁ.
rar\ or Hn
¢ remarque : I'énoncé suggere implicitement I'hypothése que Ap est uniforme sur toute la section.
. N Jd( av A A
« Cette relation correspond a : —(r— - 2P r; N - 2P r+ A ; v(r) = Ap. r2+ Aln(r) + B.
ar\ or Hn or  2Hn r 4Hn
* Les conditions aux limites imposent :
Ap

v(R,)=0 donc B=-—"R,2-AIn(R,) ;
(Ry) 2y 2 (Ry)

V- ﬁfn (Re% R

I

_. AP po_2 AP g2 _g2)| Ar)
VO =t (R 1) + (V+4Hn (Ro%-R#) .

v(Ry)=V donc A=

¢ remarque : I'écoulement global est de sens contraire a Ap.

2. + Aprés moult simplifications, on en déduit le débit :
2
2_Ry2 R,? - Ry
D= [[v(r)drrdo = nv R,2+ T B2 RE T80 (g4 g4y, TAD ( )
2 In Ro 8Hn 8Hn In Ry
Ri Ri
+ Mais ce débit est imposé par le déplacement : D = -V R12 ; par conséquent :

4Hn V

In(Ef)(Fﬁz 4 R22) - (R22 - R12) -

Ap =




|n(R2)(R12 +R2?)- (R -1?)
3. + D'apres ce qui précéde, on peut simplifier : v(r) =V Rr )
Raolp2 2\ (R2 R2

In( A )(R1 +R, ) (R2 Ry )

1

oV 1(R12 + R22) -2r
« On en déduit le “gradient” : P -V = r )
Raolph2 2\ (2 _R2
In( 5 )(R1 +Ro%)- (R - R
+ Sans oublier la contribution nR12Ap des forces pressantes sur les bases, on obtient la force qu'on

doit exercer sur le solide pour compenser le frottement du fluide : F= M QEHQ 5 Vv
m(F*z _R2"-R{"
Ry R12 + R22

¢ remarque : la limite infinie quand R, — R, doit étre interprétée avec circonspection ; non seulement

c'est un frottement solide qui s'applique dans ce cas, mais I'écoulement du fluide incompressible devient
impossible (et méme avant cela le régime devient turbulent).



