AM. VII - INTEGRALES

1. Intégrales simples

1.1. Changements de variable

* L'intégrale : I= f cos?(8) sin(6) d0 peut se calculer de diverses maniéres.
0

Le changement de variable peut simplifier la recherche d’une primitive.

« On peut utiliser par exemple la variable : x = cos(6) avec x € [1;-1] (en
conservant I'ordre des limites pour le signe de 'intégrale).

Il faut alors considérer : % = -sin(6) et donc dx = -sin(0) dO, ce qui donne :

Iz-ﬁ_1x2dx=ﬁ1x2dx=§.

I=" remarque : il faut changer trois quantités pour tout exprimer en fonction de
la nouvelle variable : la variable (x), son intervalle de variation ([x;,,X:;,]), €t sa

“variation élémentaire” (dx).

1.2. Intégration par parties

oo df dv du
Pour f=u(x).v(x), la dérivée : ™ =u I +V dx donne par intégration :
Af_f—dx_fdf fu—dx+fv—dx
f f f f
¢ remarque : d'apres df = il du + il dv avec f=uyv, il =v et o = u,
ou oV ou ov

on peut aussi écrire (en changeant les variables) :

Af:fdf:fudv +fvdu.




0

* Pour le calculde : J,, = f Me “dr (avec neN et o € R*) lintégration
0

: . , . > 1
par parties ramene par récurrence a J =f e “dr = —.
0

(0
n+1
Par exemple, avec: u(r)=e* et v(r) = - on obtient :
+
du(r dv(r
L=_ae-ar et L =rn :
dr dr
rn+1 * a
e ——| =0=J,- — J ;
n+1}0 " heq M
|
cecidonne : J, 4 = nT+1 J, douontire: J, = % Jo-

1.3. Approfondissement : intégrales dépendant d’un parameétre

« Pourvu que les dérivées existent et soient intégrables, on peut dériver “sous
intégrale” par rapport aux “parameétres”.

00

Par exemple, le calcul de : J (o) = f Me™*dr (avec nEN et a€RY)
0

peut se ramener au calcul de J,(a) en dérivant par rapport au parametre o :

Adn () =ﬁ)°° Mdr=frn (-re=r)dr = -Jpa(@) ;

da oo
n
Ao (@) d’ot on tire : J,(a) = (-1)" M.

cecidonne : J, (o) =- n
o da

0 remarque : ceci se généralise aux cas ou les bornes d’intégration aussi

dépendent du paramétre (ici, les bornes 0 et © ne dépendent pas de a) ; mais
la dérivation se complique alors a cause des dérivées des bornes.




2. Intégrales multiples

2.1. Intégrabilité

« Pour une fonction f(x,y) > 0, si l'intégrale double f(ff dx) dy existe,

alors f(ff dy) dx existe aussi et lui est égale (on dit que f est intégrable sur

le domaine considéreé).

Si f n’est pas partout positive mais que Ifl est intégrable, alors f est intégrable
(on dit dans ce cas “absolument intégrable”).

Par contre, pour f(x, y) quelconque, il est possible que les intégrales n’existent
pas, ou bien qu’elles existent mais soient différentes.

- Ainsi, pour calculer la position du centre d’inertie G d’un triangle rectangle
délimité par les deux axes Ox et Oy et par la droite d’équation y =2 - 3x :

M@:ffsu.(x@+yfy)d8 avec : M=ffsud8 et dS =dxdy.

_ /3 -3x; — .
Alors : M OG =Mfz (f (xux+yuy)dy)dx ;
0 0
2/3/ 2-3x
M:Mﬁ) (ﬁ) dy)dx ;
. /3 . —_3x)° .
puis : M OG =“ﬁ)2 (x.(2—3x)ux+@uy)dx ;

2/3
M=uj;(2—3x)dx ;

et donc : M@:%(u_;h?u_;) avec : M=§M=MS.

L . 2 2
On trouve ainsi que les coordonnées de G sont : Xg = 9 et yg= 3 c’'est-

a-dire (dans ce cas) le tiers de la base et le tiers de la hauteur, ce qui découle
du fait que G est au tiers des médianes.




I=” remarque :si f(x, y) = u(x).v(y) et sile domaine d’intégration est le produit
de deux domaines D = D, X Dy alors l'intégration est simplifiée (variables

séparables) : ﬂ;)fdxdy = (ﬁ) udx) . (fo vdy).

2.2. Changements de variables

- Les changements de variables dans les intégrales multiples procedent de
facon analogue a ceux des intégrales simples :

¢ on transforme la fonction a intégrer ;

¢ on transforme les limites d’intégration ;

¢ on transforme I’élément d’intégration.

* Dans le plan, en coordonnées polaires, les variables r € R* et 6 € [0 ; 2x]
correspondent a un “élément surfacique” : dS =dr. r dé.

On peut de méme utiliser dans I'espace les “éléments volumiques” :
drt=dr.rd6.dz en coordonnées cylindriques ;
dr=dr.rd6.rsin(6) dp en coordonnées sphériques.

L) exercices n° I, Il et Ill.




