INTEGRALES - corrigé des exercices

I. Méthodes d’intégration

dK
1. * En dérivant K,(o) on obtient : Kppo(a) = - d”(a) (1)
(0]
* En intégrant par parties on obtient : K (a) = r]2_+1 K (ar) (2)
o
dK
+ Par comparaison : (%) =- n+1_
n(a)  da 20,
* L’intégration donne : In[K (a)] = nT+1 In(a) + cste (avec une constante d’intégration dépendant
de n), cest-a-dire : K,(a) = A, o (M2,
2. * En reportant ce résultat dans (1) ou (2), on obtient : A, ., = nT+1 A, et donc pour les valeurs
impaires : A, = an Ao 3 Apo = n;23 Ap.g 5 .- ; d'ou parrécurrence : A, = (%)' Ay
« En utilisant y =x2: K, (o) = 1 fwe‘“y dy = 1 et par suite : Ay = l
! 2 Jo 2a L

* Finalement, pour n impair: K (a) = % (%)' a(n+1)/2,

3. + En coordonnées polaires : Ko(a)2 = ﬂ‘D,e—wzr drdd avec D’=R* X |[0; g].

. /2 NS
- Ceci peut s’écrire :  Ky(0)2 = re‘“’zdr) . ( i dG) = X Ky(o) = —= ; ainsi: Ky(a) =
p oo = ([ I * Kyl = ole) =
ce quidonne : Ay = %
* D’'une fagon analogue a la précédente, on obtient pour les valeurs paires : A, = n71 Ao ;
n-1)!
d’ou par récurrence : A, = 2:_1 (n—) o-
—-1]!
2
n-1)!
- Finalement, pour n pair (si on simplifie (1)! pour n=0): K (a) = g (n ) a(+1)/2,
—-1]!
2
II. Intégrale multiple
1. + Pour un systéme de plusieurs masses ponctuelles m;, de masse totale M = Emi, la position du

centre d’inertie G est définie par : M 0G = E(mi a’:) ou P, désigne la position de la masse m;.
+ Ceci se généralise pour une répartition de masse surfacique uniforme : M 0G =ﬂ-ﬁ5 dm ou la

masse totale est M =ffdm, et ou P désigne la position de la masse infinitésimale dm = n dx dy.

2. + En prenant I'origine O au centre du disque dont on considére une moitié, et en choisissant la moitié
définie par x> 0, la symétrie impose que G est sur I'axe de x et il suffit donc de calculer son abscisse.

* L’équation intégrale se ramene alors a: M Xxg =u ffx dxdy mais les limites d’intégration sur x et

y sont compliquées pour un demi disque.
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* Le plus simple est alors d’utiliser les coordonnées polaires :

R /2
M = 0 0=u. 2 .
Xg =W ffrcos( Jrdrde =u (fo r dr) (f_nlzcos(e) de)
nR? R® 4R
— Xg =W (—).(2) etdonc: xg=—.
W= Xg=u ( 3 )-(2) 6= 3,
0 remarque : si on ne voit pas immédiatement la symétrie permettant de se ramener & une intégrale

- R /2 _,
algébrique, on obtient vectoriellement : M OG = u (j; r2 dr) (f /2ur(6)d6) ; on peut alors utiliser la

représentation complexe du vecteur unitaire u,(8) par le nombre complexe z=e® ; ainsi lintégrale
i0 /2

/2 . e /2 _, .
e’do=|—| =2 donne: f u,(0)de =2u,.
/2 -n/2

représentée par f

-nt/2 |

III. Gradient en coordonnées sphériques

I. +De OM =7 U; on déduit : dOM =dr U; +rde u_(; +r sin(6) do u_<; ou les vecteurs unitaires u_(; =
u, . — 1 oy, . . - .

= —L et u, = —— —L ont pour directions respectives les tangentes aux cercles décrits par I'extrémité
00 ¢ sin(6) 99

du vecteur U; d'origine O lorsqu'on lui applique les rotations d'angles d6 et d¢. Ces directions sont donc
orthogonales a U; et les vecteurs U; u_(; u_<; ainsi définis correspondent effectivement aux vecteurs unitaires
des coordonnées sphériques.
. : e of of of o .
2. + La différentielle peut s'écrire : df = o dr + 0 do + £ d¢ ; mais par définition du gradient elle peut
aussi s'écrire : df = Vf-dOM = [_V’f]r dr + [_V’f]e rdoe + [§f]¢ rsin(6) d¢ ce quiimpose :
—-_a_f—»+1af—»+ 1 of —

Vi = - —u _— u, -
or " r a0 0 rsin®©) o °



