AM.V - METHODE D'EULER

1. Méthode de base

- La méthode d'Euler a pour but la résolution approchée d'équations différen-
tielles par extrapolation a partir de conditions initiales données.

Soit y = y(x) une fonction inconnue, définie par une équation différentielle de
la forme : g—y = f(x, y(x)) ou f est une expression littérale “relativement
X

réguliere”, et soient {x,, yo = Y(Xg)} les conditions initiales données.

Pour x4y =X, + AX “assez voisin” de x,, on peut utiliser I'approximation :
1 0 0
dy

dx = f(Xg: Yo) 5 Y1 =Y(Xq) =Yg + f(Xg, Yg) AX ;

d'ou le calcul par extrapolation de proche en proche :
Xnet = Xn + AX 5 Ypq = Y(Xngq) =Y + (X, yy) AX

¢ remarque : l'application de cette méthode en physique est tout de méme
limitée : avec Ax trop grand on utilise un calcul trop approximatif de la dérivée ;
avec Ax trop petit on cumule les approximations d'arrondis.

2. Application au glissement d'un point sur une sphere

« On étudie un point, mobile sur une cercle vertical
de rayon r, laché prés du sommet avec une vitesse

initiale nulle ; ce point est soumis a son poids P, ala
réaction normale R et au frottement f.

]
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En coordonnées polaires, avec 6 mesuré a partir de
la verticale, on obtient (lors du mouvement) :

—

R=Ru, ;f=-+Au ;

P = -mg cos(0) J; + mg sin(0) u_(; ;
v

S I R -

=r0" U, ;a=-r"2u +r0" u,.
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Le principe fondamental de la dynamique peut s'écrire : P+R+f=ma.

On aboutit ainsi aux deux équations :
mro™ = mg sin(6) - f ; (1)
R = mg cos() - mro*2 ; 2)
liées par la condition : f=A R (dépendant de 6).

- Dans l'équation (1) : (8) = A R(8) = Am [g cos(0) - r8'2] et donc :
ro™ - A ro"2 = g sin(6) - A g cos() (3).

Cette relation est un peu plus compliquée que I'exemple envisagé précédem-
ment, puisqu'elle est du second ordre : 0°(t) = o(t, 6(t), 6°(t)) (comme c'est
souvent le cas en physique).

On peut généraliser simplement la méthode d'Euler en calculant :
0% = @(ty, 0g, 6°9) ;
th =ty +At ;0 ,4=0,+0", At ;

Ot = 0n + 07 AL S 07, 4 = 0(tnyq, Bnyqs 07049)-
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¢ remarque : on constate ici que, si elle est raisonnablement fine, la taille du
pas de calcul peut ne causer que des incertitudes acceptables.



3. Une amélioration possible de la méthode

- Pour xy =Xy + Ax “assez voisin” de Xy, on peut proposer l'approximation :

dy _ f(X0.Yo0) +1(X1,Y1)
dx 2
mais on a besoin de g_y pour calculer y, et réciproquement.
X

Pour cela on calcule la seconde approximation de j—y a l'aide de la premiére
X
approximation de y, ; puis on en déduit une seconde approximation de y; :
dy _ f(xo,y0)+f(x1,y0+f(x0,y0)Ax)

dx 2 ’
f(Xo,¥o)+ f(x1,y0 +f(X0,Y0) Ax)

2

AX (et ainsi de suite).

Yi=Yot

4. Application au glissement d'un point sur une sphére

+ L'application au probléme précédent permet une amélioration (en pratique,
cela peut éviter de devoir utiliser un pas de calcul trop fin) :
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* Le calcul n'est toutefois pas évident pour une équation du second ordre ; en
simplifiant puisqu'ici ¢ ne dépend pas explicitement du temps :

09 = @(0g, 679) ; th.q =1, +AL ;
calculs intermédiaires :

0°h1 =0, + (0, 6°,) At (non amélioré) ;

1 e
O =0, + E(e'n +0°,,1) At (semi-amélioré car 8°,, ¢ ne l'est pas) ;

0" 141 =P( 041, B87,41) (semi-amélioré) ;
calculs corrigés :

R . 1 . .
0 n+l =~ 0 nt E[cp(an’ 0 n)+ CP( ®n+1’ B n+1)] At ;
1, . .

6”41 = 9( 0041, 0'n11)-

¢ remarque : il est possible d'améliorer encore plus la précision en poussant le
calcul aux ordres suivants (méthode de Runge-Kutta) ; pour les intégrales du
second ordre, il existe aussi une version simplifi€e (mais un peu moins pré-
cise) pour l'amélioration au second ordre (méthode de Newton-Hooke).



