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AC. IIl - COORDONNEES CYLINDRIQUES ET SPHERIQUES

1. Coordonnées cylindriques

1.1. Description générale

» Pour définir des coordonnées cylindriques, on choisit un “axe cylindrique”,
par exemple (0z) , puis on repeére le point H projeté orthogonal de M sur le
plan passant par O et orthogonal a (0z) . Dans ce plan, on repére H par ses
coordonnées polaires, ce qui repere M par ses coordonnées (r, 6, z) .

« Les vecteurs sont alors exprimés selon la base (i, ,u,,u,) dépendant du
point M :
r = U, (0) = cos(8) i, +sin(f) i, ;

= 1y(0) = —sin(0) U, + cos(9) i,
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Ces vecteurs unitaires sont A~
définis de fagon “standard”: z
selon la direction et le sens des
déplacements de M résultant

des augmentations respectives oM, t
der,0 et z. :
1z
On constate alors que : ') : y
- gt
¢ remarque : contrairement aux R SRR H g

coordonnées sphériques, ici le 6 r
vecteur i, est selon OH .

» Avec ces notations :

M=ri.+zu, ;

=0M =71, +r0ty +21, ;
ﬁ=(r—r62)u +(270+r8)tg+21u,.
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¢ remarque : on constate entre autres que (contrairement aux repéeres carté-
siens) les coordonnées de OM sont différentes des coordonnées de M ; en
particulier, OM peut sembler ne dépendre que des deux coordonnées r et z ,

mais il dépend de 9 par la direction de i, (il faut trois coordonnées).
0 remarque : il s’agit de ¥ et d par rapport a (0, %, J Uy ,i,), réexprimés sur

la base (i, , 1y ,1,) (sinon il N’y aurait pas les termes de rotation en 6 et 6 ).

1.2. Mouvement hélicoidal A

» On considéere le mouvement hélicoidal

d’un point M sur un cylindre de rayon r :
OM=ru,+z1,

avec z(t) =h0(t) et h =Cste (le “pas”

de I'hélice est 2m h).

D’aprés la symétrie, le plus simple est

d’utiliser des coordonnées cylindriques. 2rnh
* La vitesse est alors :
D=1r0Uy+hli, ;
v=p6 avec p=VrZ+hZ>r.
y %

D’une fagon analogue :
d=-1r0%U.+r0ty+hbi,.

¢ remarque : la vitesse v fait un angle a constant avec I'axe cylindrique (vec-
., . % - _h :
teuru, ) car: cos(a) = U =7 sgn(@) .

L exercice n° I.



2. Coordonnées sphériques

+ Pour définir des coordonnées sphériques, on choisit un “axe des péles”, par
exemple (0z) , puis on repére un “plan méridien” défini par (0z) et le point M .
Dans ce plan, on y repére M par ses coordonnées polaires (r, 6) .

Enfin, on choisit un plan contenant (0z) comme référence des rotations autour
de (0z) ; ceci permet de repérer le plan méridien précédent par un angle ¢,
ce qui repére M par ses coordonnées (r, 9, ) .

* Les vecteurs sont alors exprimés selon la base (4, , iy ,174,) dépendant du
point M . Ces vecteurs unitaires sont définis de fagon standard :

u, =14,(0,9) =sin(0). [cos(<p) U, + sin(e) ﬂy] + cos(0) U, ;

Uy = Uy(0, p) = cos(B). [cos(<p) U, + sin(e) ﬁy] —sin(0) U, ;

t, = t,(p) = —sin(p) U, + cos(e) i, .

¢ remarque : ici r et 6 (et de méme u, et U, ) n'ont pas la méme signification
gu'en coordonnées cylindriques ; en particulier 6 est limité a [0,7] et U, est
paralléle & OM .




+ On constate alors que :

% =1y et % = —1u, (semblable aux coordonnées polaires) ;
dr _ i dlg _ -
rrie sin(6) i, et e cos(0) i,
(seules les projections sur (Oxy) dépendentde ¢ ) ;
aau—(/;p = ﬁz X ﬁ(p = — COS((p) ﬁx - Sln((p) ‘l—,iy = —Sln(@) ﬁ'r _ COS(Q) ae ]

= remarque : de fagon générale, la dérivée d'un vecteur unitaire par rapport
a un angle de rotation est le produit vectoriel du vecteur unitaire de I'axe de
rotation par le vecteur unitaire qu'on dérive.

* On obtient ainsi :
OM=ri, et ¥=7iu,+ri, =7, +7r0ty+7 sin(@®) ¢, .

¢ remarque : on constate ici encore que les coordonnées de OM sont diffé-

rentes des coordonnées de M ; en particulier, oM peut sembler ne dépendre
que de la coordonnée r, mais il dépend de 6 et ¢ par l'intermédiaire de la
direction de 1, (il faut trois coordonnées).

¢ remarque : I'expression générale de I'accélération est ici plus compliquée, or
elle est en pratique moins utilisée a ce niveau.

L exercices n° Il et lll.




