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amg - MECANIQUE GEOMETRIQUE

1. L'action et les relations hamiltoniennes

» On considére point matériel de masse m repéré par sa position
dépendant du temps : M(t) = (x(t), y(t), z(t)) .

L'action S est associée a un lagrangien L(O—M,O—M, t) , qu'on

peut écrire de facon simplifiée L(x;,x;,t), selon la relation :
t .

S(xi, 6) = [ L(xi(£), %, (£), £) dt .

+ On considere les variations de l'action associées a des chan-
gements de trajectoire (avec une sommation implicite sur les

indices i ) : 68 = f(—a + o Sx)dt.

En intégrant par parties :
t
58 = [aa—f 5xi]0 +h (-2 "‘)5 dt .

Ox; dtox

* Pout déterminer les mouvements physiques réels entre la posi-
tion initiale M, et un point M (t) fixé, on part du principe que l'ac-
tion doit étre stationnaire, c'est-a-dire 6§ = 0 . Les variations dx;
étant quelconques, mais nulles aux extrémités, on en conclut

que les trajectoires vérifient les équations d'Euler-Lagrange :
oL d oL

0x; dt 0x; -
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» Maintenant, pour ces mouvements physiques réels, on consi-
dére au contraire les variations de S pour un déplacement de
M(t) ; cela donne alors : 88 = j—; 6x; = p; 6x; , avec l'impulsion
; ainsi @ p; =2
0x

i

_or
pl_ax

i

« Par ailleurs, la définition de I'action donne :
ds _ . _ds , s . _ @S .
i _E+a_;cixi_5+pixi'
Or, d'aprés les équations d'Euler-Lagrange :
oL oL . 9L , . ., 0L
dL:a_xi dxi+6_5ci dxl"l'a dt = p; dx; + p; dxi-l'a dt .

Ainsi le Hamiltonien H = p; x; — L esttel que:

. . aL as
d?—[=xidpi—pl-dxi—a dt ; Ez—j‘[

2. Action réduite pour un systéme conservatif de 1'énergie

.« s . 0L - . OH
* On considére un cas ou 5, = 0, cequiimpose aussi — =0.
- insi - Y — g 9P 3%
On obtient ainsi : =% —pi - =0.
Pour un systeme dérivant d'une énergie potentielle £,(M) , le

lagrangien peut s'écrire sous la forme: L=E.—E,, dou le

2
hamiltonien : # = 2 + E, = E = Cste .
2m

+ L'équation de Hamilton-Jdacobi donne alors une action réduite
as
So(xi) . E = —F ; S(Xl' ,t) =—Et +50(xi) .



Or on peut écrire :
t . M
5(xi,t)=f(Pixi—E)dt=f0pidxi—Et :
as,
So(xz)_f pldxl ’ pl_ ——

0 remarque : dans la mesure ou p est tangent a la trajectoire
d'une particule, pour une énergie donnée toutes les trajectoires
sont orthogonales aux surfaces équi-action.

+ Ceci peut étre relié au principe de Maupertuis permettant de
déterminer la trajectoire réelle entre deux points donnés :

p=1pll=2m.(E—-E,) ;
AS = —E At + AS, = —E . (tz—t1)+f .dOM ;

AS = f \/Zm(E E,) dt = f\/Zm(E E,) vdt.

Mzﬁ

En posant f(x;,%;)=,2m.(E—E,) v on obtient:
5(A5)_ftzaf §x; dt + [ 2L 5%, dt
t; f of 2
ft1 0x; 0%; dt [ ox ]
af 2 _ o .
[a_xl Sxi] =0 ,

t1
_ (t2(9f _d of
688) = [ (55, ~ e awy) O ¢

_ ty mv 0Ep
_ <maxl+ (yzm . E-E) ))(ledt

tz d af Sx: dt .
t, (21 dtax ’

Dans le cas de la trajectoire réelle :
mv=p=.2m.(E—-E,) ;
dE
5(a8) = — [ (52 p+mx)é‘xldt
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: . dE :
La seconde loi de Newton m %; = — ax” correspond donc bien
i

au principe moindre action de Maupertuis : §(AS) =0 .

3. Formulation ondulatoire de Schrodinger

* Louis De Broglie avait compris la nécessité d'une description
ondulatoire mais sans savoir quelle pouvait étre I'équation régis-
sant de telles ondes .

Schrédinger a cherché avec une fonction d'onde de la forme :

Wi, 1) =) x(@) -

L'analogie avec l'optique géométrique I'a incité en outre a cher-
So

cher en supposant ¥(x;) = exp (;) avec une constante k ho-

mogene a une action (pour avoir une grandeur sans dimension).

2 2
Ceci donne : pi=%—%a—w puis 21:1/)2 (%) +E,=E qui

peut aussi s'écrire : k (%)2 +2m.(E,—E)y?=0.

* Avec l'idée de base du calcul variationnel, Schrédinger propose
alors de chercher une fonction ¥ donnant :

5(fff[x2 (2—Z)Z+2m.(Ep—E)1/)2] d3x> =0.

Ceci peut aussi s'écrire :
[ 12 2 (a;l’ 61p) d3x + -
+fff(—K2A1/J+2m.(Ep —E)Y) 8 d3x=0.
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Or on peut considérer que i s'annule a l'infini, dans la mesure
ou l'onde est associée a la présence de particules (de facon
analogue aux photons pour lI'onde lumineuse) et ou son intégrale
doit étre finie. Ainsi 6y vy est nulle donc :

a (oY . oy
fffa—)q(a &p) dx = lim §f,_ ¥ 5y ds; = 0.

Il reste donc la condition : —xk? A +2m.(E, —E)p =0, qui
A K2 _
peut s'écrire : Y- AM+E,y=EY.

En appliquant cette équation (plus simple a résoudre) au cas de
I'atome d'hydrogéne, Schrddinger montre qu'on retrouve les
résultats déja connus si et seulement si on impose k = h .

4. Equation de Schrodinger

+ Schrédinger cherche ensuite a préciser I'équation obtenue par
rapport a la propagation de lI'onde. Puisque p; = ;—i est normal
aux “surfaces d'onde” équi-action, il s'intéresse a la vitesse de
propagation de ces surfaces, analogue a la vitesse de phase v,
en optique.

D'apres ds = g—f dt + % dx; =—Edt+pdf, avec un dépla-

cement df, =1 dOM , les surfaces équi-action sont telle que

d$ =—Edt+pdf,=0. Ainsi: v¢=%=§=ﬁ'
: P

¢ remarque : il faut ne pas confondre avec la vitesse de groupe
2 (E-E. . N ' h
v=L= /% ; cela est bien conforme a la relation A =2

m
de De Broglie, donnant une propagation plus lente pour p grand.



* L'analogie avec la propagation d'ondes lumineuses le conduit

s - . , 1 0%y s
alors a considérer I'équation : AY —— —— =0 et a en chercher

P
des solutions sinusoidales ; en notations complexes

Y(x;,t) = exp( St t) D) + Cte) = exp (—i —+1i SO(x’) + Cte )
Y(x;,t) =yP(x;) exp (—1—) Y(x) = exp( 0( Dy Cte)

En reportant dans I'équation de propagation considérée, il ob-
2
tient effectivement : —Zh—m AYp+E, ) =EY.

.. h2 N
* En outre, on peut aussi écrire : o AY+E,¥=EY ou par
. ow E . 4 iz . .y

ailleurs > = i Y ; il en déduit I'équation générale :

h? ., 0¥

—— AY+E,¥Y=ih—.
2m at
. . ., OV

¢ remarque : le laplacien correspond aussia: p; ¥ = —ih Pyt

Xi

5. Limite “eéométrique” de la mécanique ondulatoire

* Dans un cas plus général, on peut étre conduit a chercher des
solutions sous une forme analogue mais avec une amplitude non

constante : W(x;,t) = a(x;,t) exp( SGx, )) ou a=|¥|.

En reportant dans I'équation de Schrddinger, on obtient :
a [85)> as da S\ .
AY = [Aa—— (a—xl) +h( AS+26—xla)] eXp(lg) ;
o _ (da | i asS .S
3= Gerias) e (i)
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Les parties réelle et imaginaire donnent en simplifiant :

as . 1 (85> h? Aa )
" —(a) tE = =0
Ep oty LA =0,

mox; 0x;

* Dans la premiere équation :
(6_5)2 2=
ax;) P" =% >

2
282 o h—z en notant L la dimension typique du systéme.
L'approximation de la mécanique géométrique correspond a la
limite ou A < L, pour laquelle le terme d'impulsion est nettement
2
prépondérant. L'équation devient alors : — + L(a—s) +E,=0

2m \0x;

cquivalent 3 2 4 E. ~
(équivalent a 2m+EP ~E).

+ La seconde équation peut s'écrire :
2
M_l_li(aza_s) =0 :

ot maxl 0x;
a(lw*) ) 2 _

St (WRv) = 0.
Cela traduit la propagation a la vitesse v de la densité de pré-
sence |¥|? de la particule décrite.

+ Au total, on voit que toute la mécanique newtonienne du point
matériel n'est qu'une approximation “géomeétrique” de la méca-
niqgue ondulatoire, analogue a l'optique géométrique pour les
phénoménes lumineux (ces approximations sont toutefois trés
utiles dans de trés nombreuses circonstances).



