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FORCES RELATIVISTES - corrigé des exercices

1. Théoréme des moments

1. + La relation fondamentale de la dynamique peut s'écrire pour un point matériel M : B =F, ou F
représente la résultante des forces appliquées au point matériel.

+ En définissant le moment cinétique par o = Wxﬁ et le moment de F par M = OMxF, on
obtient: ¢"=vxp+ OMXF = M.
* Pour un systeme de points matériels {M;} on peut géenéraliser par le théoréme du centre d'inertie :

B' = EE = zl_:: = F, ol I_:: représente la résultante des forces appliquées au point M.

- De méme on peut considérer : ¢ = Eg' = Eﬂ = M, ou 9_\/[: représente le moment résultant des
forces appliquées au point M,.

2.a. - Larelation fondamentale de la dynamique peut s'écrire : f* = p*°,

« On peut définir un tenseur moment cinétique par o'¥ = x#p¥ - xVp* et un tenseur moment de la force
résultante par M"Y = x¥fv - xViK,

- La dérivation donne : o™ * = vip¥ + x4V - yWpt - xVit = MM (avec vHpY = vVpH). Ceci peut se géné-
raliser a un systéme de points par sommation.

+ On peut aussi définir un tenseur moment cinétique par Ogp = EqpuvX™P” (ou ¢ est le tenseur

afuv
totalement antisymétrique de Levi-Civita) et un tenseur moment de la force résultante par Mg = €, X"

* La dérivation donne : 05" = £, W'PY + £qp XY = M (avec g, V*pY = 0 car le produit d'un
tenseur antisymétrique par un tenseur symétrique est nul : en intervertissant deux indices il doit & la fois
changer de signe et rester identique). Ceci aussi peut se généraliser a un systéme de points par sommation.

2.b. - Un tenseur quadridimensionnel antisymétrique a deux indices a six composantes indépendantes
(comme le champ électromagnétique). Les composantes “spatiales” correspondent au théoréme usuel avec
un changement de notations :

¢ pour la premiére formulation : o = o'*u, + 0™ u, +o¥u, (etde méme pour M) ;

¢ pour la seconde formulation : & =0y, U, + O, Uy + Oy U, .

¢ remarque : avec la deuxiéme convention, les composantes du moment cinétique “usuel” peuvent

s'écrire o = el o,; mais ceci ne respecte pas la covariance relativiste.

2.c. - Les trois composantes “spatio-temporelles” correspondent & une autre propriété : ¥ = mY (avec
j=1..3 pour les trois coordonnées spatiales).

» Pour un systéme de points isolé, cela peut s'écrire : ¥ = Cste, ce qui correspond a définir un
- - E — - E — -
vecteur tridimensionnel constant : ¢ =E/tpi ——'ZOMi\ =tp -E/—'ZOMi\ = Cste. On peut arbitraire-
e e

ment choisir I'origine afin que cette constante soit nulle.
« Compte tenu du fait que dans ce cas E) et E sont constants, si on définit alors un référentiel d'inertie

s - E — . L S . ) -
associé a point G tel que p = — vg, la relation précédente signifie que le point G se déplagant a vitesse
c

E = E — - E, —
constante vérifie la relation : — O0G = —vgt=pt= E/—'OM-\ . Ceci correspond effectivement avec
2 2 k 2 IJ

la “définition” proposée par I'énoncé (elle ne dépend pas de l'origine choisie).
¢ remarque : ce “centre d'inertie” n'est par contre généralement pas indépendant du référentiel choisi
(sa position ne se transforme pas selon la transformation de Lorentz).



II. Mouvement avec une quadri-accélération de pseudo-norme constante

1. + La quadri-vitesse U= d(d)—M a pour pseudo-norme : “U“ =y Je2-v2 =c.
T

- En dérivant la relation U-U =c2 onen déduit: U-a =0 avecla quadri-accélération as= Z—U
T
2. + En se limitant & la coordonnée x pour simplifier, la quadri-vitesse initiale peut s'écrire U = (c, 0).

+ La quadri-accélération, orthogonale, a donc une expression initiale de la forme : a = (0, a).

-2
+ La pseudo-norme correspond donc a : ” a ” =-a2 (supposée constante).

3. - L'équation sur la quadri-accélération peut s'écrire : c2t2 - x"2 = A" u’ = -a2,
- Mais par ailleurs : c2t?-x?=xpu=c2
;. C2 . : L }\..2 )\.. +at/c
«Enécrivant u= — onobtient: w'=-c2= ; ainsi: c2=_ =42 ; ¢ =~ =xa ; A=A(0)e™"".
A A2 A2 A
. . ac Tatlc 02 Fat/c Falc Py ;
+Cecidonne: nw' == m e ;w= W e =u(0) e (avec une constante d'intégration

nulle puisque A(0) u(0) = c2).
+ Avec un départ immobile a l'origine : A(0) =c et u(0) =c.

* Ainsi: ct' = %(}\ + u) = c cosh(zat/c) et x* = % (A - u) = ¢ sinh(zxat/c).

+ En choisissant un mouvement dans le sens de x croissant : ct” = ¢ cosh(at/c) et x* =c sinh(at/c).

2 2
+ On obtient ensuite (pour un départ a I'origine) : ct = c sinh(at/c) et x = c [cosh(at/c) - 1].
a a

III. Mouvement d'une particule dans un condensateur

1. + La relation fondamentale de la dynamique peut s'écrire : p° = qE ; compte tenu des conditions
initiales, on en déduit : p, = p, (constant) et Py = qEt.

¢ remarque : le mouvement est plan et on omet la coordonnée z =0 dans la suite.

2
. . , . - Cc™ -
2. * Pour déterminer x et y, on peut intégrer v, et vy daprés : v = E p avec E2=m%c*+c?p?=
= Ey2 + (qEct)? et en posant Fy = 4m°c* +cp,” .
2
* La premiére coordonnée correspond a : v, = X" = S < — ; compte tenu des conditions

Fo? +(qEct)’

E
initiales, on en tire : x = ZLEO argsh(qfft) .
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¢ remarque : si on ne connait pas les fonctions hyperboliques, I'expression précédente peut s'écrire :

( 2
E E
X = Po In q_ct+ 1+ (q_ct) mais l'intégration n'est pas évidente ; on peut poser & = 9Ex et a=
qE Ey Eo CPo
_ QgEct

da do
, ce quidonne : d€ = ——, puis a =tan(p), d'ou on tire: d€ = ———, puis A =sin(0), d'ou
" V1402 cos(6)

on déduit : d§ = 1d>‘ o o

; la décomposition en fractions simples donne alors : 2d§ = —— +

1-A 1+ A
. ([1+2) o :
s'integre en : 2?~;+Cste=lnk|1 7‘” ; les conditions initiales (a t=0) donnent: =0, 6 =0 et A =0,

, qui

avec par ailleurs : x=0 et £=0, donc Cste =0 ; on aboutit ainsi a :

[ 1+a]) + + sin >
om0 | 2k o) et o),
qEc?t

* Pour la deuxiéme coordonnée : v, = y' = ——————=—=; compte tenu des conditions initiales, on
Ey? +(qEct)

en déduit : y = (E) v - Lo

qE qE
\ . gEct gEx ' . _
3. + D'apreés l'expression de x(t) : N sh a ; en reportant dans I'expression de y(t), on obtient
0 0
E
I'équation de la trajectoire : y = ° ( (q X) _1\_
qE L CPo
¢ remarque : si on ne connait pas les fonctions hyperboliques, la relation précédente peut s'écrire :
28 _ SPPRS
y=&-<v1+a2—1> avec o +Vl+a? =ef et a= © 1 ;ainsi: y= &. e+e -1].
qE 2e® qE 2

4.a. - La limite non relativiste correspond & v <« ¢, c'est a dire qu'elle correspond a la situation ot on peut
considérer que ¢ — % en comparaison des autres parameétres ayant une unité de vitesse. Cela correspond

en particuliera : € = 9Ex 0 etdonc: ch(qE ) 1 =ch(§) - i
CPo CPo 2
- On obtient par ailleurs : F, ~mc? a l'ordre le plus bas ; ceci redonne la trajectoire “classique” :
_ mgEx® _ gEx®
y= 20,2 2mvy?’

¢ remarque : si on ne connait pas les fonctions hyperboliques, on retrouve le méme résultat en déve-
loppant les exponentielles.

4.b. - Les conditions de validité de l'approximation sont :
o pour le développement de & : cpy < mc2, donc : Po << mc ;

E
o pour le développement de ch(E) ou des exponentielles : & = a=x_, 0 pour tout x € [0; 1],

CPo

c'estadire : py> qTEL

4.c. - Cette seconde condition peut sembler paradoxale dans la mesure ou la limite relativiste correspond
plus logiquement a p, petit (ce qui est le cas pour la premiére condition). Il faut toutefois considérer qu'une
vitesse trop petite selon (Ox) implique une grande durée de traversée du condensateur, donc I'accélération
par le champ électrique peut dans ce cas donner une vitesse relativiste selon (Qy).



IV. Théoréme de 1'énergie cinétique et trajectoire
1. + La relation fondamentale de la dynamique peut s'écrire : E) = qE ; compte tenu des conditions
initiales, on en tire : p, = p, (constant) et Py = qEt.

¢ remarque : le mouvement est plan et on omet la coordonnée z =0 dans la suite.

dx dy . dy Py qEt
2.a. - Encomparant p,=ym— et =ym—= onobtient: == = - = —.
P P =M G Py =7 M G ! dx py  Po

2
2.b. - En dérivant cette expression par rapport & x, on obtient : d—}zl gE dt = @
dx Py dx Po

3. » D'apres le théoréme de Ienergle cinétiqgue : dE; =dE=08W =qEdy donc E=y mc2 = Ey + qEy

avec la notation %y = ym°c* +cp,°

2
E
+ En reportant la valeur de y dans I'expression précédente, on obtient : j—g = 2q 5 (Ep + qEY).
X CPg
e . dy qE
4. - Cette équation différentielle est linéaire : —5 -A“y = 5 £y avec A= —.
dx c? p CPo
. . ‘s E0 . oz “ Y ”
* Une solution particuliere est la constante y = q_E ; la solution générale “homogéne” est de la
forme : y=A e + B e ; |a solution compléte est donc de la forme : y=A e + B e - qf—é.
. o . dy qEt .
+ Les conditions initiales correspondent a : x(0) =0 ; y(0)=0 ; ax = p_ = 0. Les deux premiéres
0
donnent: A +B = qf—é ; la troisiéme donne : 3—1 =M eM™-A\Be™=\A(A-B)=0 donc A=B.
AX
- Finalement: A=B = o donc: y= =2 [ch(Ax) - 1] = £ (ﬁ—ﬁ .
2qE qE qE L 2 )

V. Accélération d'une particule chargée

-> E - = - E - : -
*Enpartantde: p = — v on obtient: F=p'=—2a+£2v.
c c c
+ D'apres le théoréme de I'énergie cinétique : E° = Fev =qE-V ; ceci donne donc
F=qE +qvxB =yma +q.(E 1)1_
c'c
P -~
+ On en déduit finalement : a = a 1—V—2 [E+vxB -(E-X) 1]_
m c c'c



VI. Limite relativiste du cyclotron
1. +Le cyclotron est constitué par deux demi-cylindres creux, Dy et D,

(les “D”), séparés par un intervalle étroit. Un champ magnétique uniforme B
est creé dans D, et D,, parallelement aux axes A et A’ des demi-cylindres

(perpendiculaires au schéma). Un champ électrique E est créé dans l'inter- B
valle étroit entre D, et D,, perpendiculairement aux surfaces (représentées ®
par MP et NQ) qui délimitent I'intervalle entre les “D”.

* Les particules soumises a l'accélération pénétrent en un point A du
cyclotron, avec une vitesse v perpendiculaire a la surface représentée
par NQ.

e . ® B
2. * Dans le cas considéré, la fréequence cyclotron est : v = Qo _ A _ 15,3 MHz.
2xr  2mm
¢ remarque : on ne redémontre pas ici la formule “classique” car le schéma du raisonnement est

analogue au cas relativiste envisagé a la question suivante.

3.a. - La force magnétique est perpendiculaire a la vitesse, donc elle ne travaille pas ; la vitesse est donc
de norme constante pour le mouvement dans les “D” et y est alors egalement constant.
* La relation fondamentale de la dynamique s'écrit ainsi : y m V= qv xB et les équations différen-
tielles du mouvement se déduisent du cas “classique” en remplagant m par y m. On obtient par suite un
. L . B
mouvement circulaire a vitesse angulaire constante : o = * . L.
ym Y

3.b. -Sachant que le cyclotron, alimenté a fréquence constante, ne fonctionne correctement que si la

fréquence cyclotron ne varie pas plus de 2 a 3 %, I'énergie cinétigue maximale correspond a y = 1,03. On
en déduit ainsi : Ecmax (v - 1) mc2 = 28 MeV pour des protons.

3.c. +Deméme: fcmax =(y-1) mc2 =15 keV pour des électrons.

3.d. -Le cyclotron est sans intérét pour des électrons car une telle énergie B R | -------
cinétique correspond a I'accélération par une tension U =15 kV, assez facilement |
obtenue dans un simple dispositif linéaire. —

VII. Energie d'une particule chargée dans un synchro-cyclotron
1. + La force magnétique est perpendiculaire a la vitesse, donc elle ne travaille pas ; la vitesse est donc
de norme constante pour le mouvement dans les “D” et y est alors également constant.

+ L'énoncé dit que la trajectoire est circulaire, donc le mouvement est circulaire uniforme. En coordon-

nées polaires (avec l'origine au centre du cercle) : p=ymvu, et F=p =ymvuy,"=-ymvou, =yma

(expression analogue au cas “classique” : -mvou, = ma).

+ Mais par ailleurs, puisque le mouvement est circulaire : F = qV B = —quU; donc : qvB =y mvo

* La quantité de mouvement est ainsi : p =y mv =qgBR (puisque o = %) et I'énergie est donc :
E = ym?c* +c%p? \/mc +c?(qBR)?.

2. * Pour communiquer a des protons une énergie cinétique : £, = E- E, = 6 E,, donc une énergie :

E? - E,2
E=7F,, ilfautunrayon: R= ——— =21,7 m.
o y cqB




VIII. Stabilité des trajectoires dans un accélérateur circulaire
I. * La vitesse peut s'écrire V= r'U; + re’u_(; + z'u_; et la force :
F=qVXB=qre B, U +q.(z B,-rB,) Uy -qro° B, u, .
+ L'accélération peut s'écrire a= (re- re'Q)U; +(2r'0° +ro™) u_(; + z"u_; d'ou les équations :
m.(r"-r0?)=qro'B, ; mz"=-qro" B,

2.a. - Pour les faibles variations au voisinage du mouvement “de base”, on peut considérer que 0" est
déterminé par la premiére approximation de I'équation radiale : -mr 02 = q ro 0" By. Ceci correspond a
Vo . 9Bo

I'approximation : 08" = -

2.b. - La force magnétique, perpendiculaire & la vitesse, ne modifie pas la norme de celle-ci. En outre,
I'existence d'une composante v, non nulle ne modifie qu'au second ordre la relation entre 6" et v, (comme le

cosinus de I'angle d'inclinaison). On en déduit : 6" = -VTO = -V—O( —3).

fo fo

2.c. *En reportant dans I'équation en z, qui est déja un terme du premier ordre, on peut ne garder que
I'ordre zéro de l'approximation précédente :

2
z"-n%zeeo : z"+n.(v—°)z=0.
m o
« En reportant dans I'équation en p, on obtient au premier ordre (donc en négligeant le second ordre) :

n 2 2
o -r02. 9Bo g ri) =0 ; p~-r|Y0| -2 er|Ye| (12 |[1-nE|=0 ;
m r ro rO ro rO rO

2 2
p"+r.("—°) A-mP -0 ; p"+(1-n)(v—0)p=0.
fo fo fo

3. + Les équations du type précédent correspondent a des oscillations quand le coefficient constant du
second terme est positif ; il correspond alors au carré de la pulsation. On obtient donc des oscillations au
voisinage de la trajectoire initiale si et seulement si 0 <n <1 (la premiére condition pour z et la seconde
pour p).

* Avec la pulsation initiale wq = 0 = 2mvq, on obtient ainsi: v, = Vn vg et v, = V1-n Vo
fo

IX. Désintégration d'un kaon

l.a. -La force magnétique est perpendiculaire a la vitesse, donc elle ne travaille pas ; la vitesse est donc
de norme constante pour le mouvement dans le quart de circonférence et y est alors également constant.
+ L'énoncé dit que la trajectoire est une portion de cercle, donc le mouvement est circulaire uniforme.

En coordonnées polaires (avec origine au centre) : p=ymvu, et F=p =ymvu, =-ymvou, =yma

(expression analogue au cas “classique” : -mvou, = ma).
* Mais par ailleurs, puisque le mouvement est circulaire : F =qvxB =-quBu, donc: qvB =y mvo
gB

et w=—.
m

* La quantité de mouvement est ainsi : p =y mv = gBR (puisque o = %). L'application numérique

donne : p =5,76.10"19 kg.m.s"! = 1080 MeV/c.
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l.a. -« L'nergie estdonc: E= ym?c* +c%p? \/mc +c? qBR) =1,90.10"10J = 1188 MeV.

- De la relation &=y mc2 on tire alors : v =c. ( ) =2,73.108 m.s™!.
¢ remarque : cela correspond a f = E =0,909.
. , L
2. + Avec la vitesse v, la durée du parcours est: t= v =7,33 ns.

+ L'intervalle d'espace temps a une pseudo-norme invariante ; par conséquent, dans le référentiel ou le
déplacement est nul (référentiel “propre” au kaon), cette durée correspond a t; tel que : ¢t - L2 = c?t,2. On

L2
obtient ainsi : t; = t2 -— =3,06 ns.
c?

« La probabilité d'observer des désintégrations est a chaque instant proportionnelle au nombre de
kaons observés et proportionnelle a la durée d'observation : dN =-k N dt (ou k est une constante de propor-
tionnalité). On en déduit une loi d'évolution du nombre de kaons de la forme : N = N, ekt correspondant a

tdN
+ La durée de vie moyenne est par définition : T = ‘G. = % ; donc le nombre de kaons restant
dN

évolue selon laloi : N =N, eVT et aprés une durée de parcours ty (dans le reférentiel propre), la proportion

un nombre de désintégrations : dN = -k N, ek dt.

- N
moyenne des kaons qui arrivent est : N, e/t =78 %.
0

X. Mouvement relativiste dans un champ en 1/r2
1. + La relation fondamentale de la dynamique peut s'écrire : E) =F, ou F représente la résultante des
forces appliquées au point matériel.

+ En définissant le moment cinétique par o= Wxﬁ et le moment de F par M = OMxF, on
obtient: 6"=vxp+ OMXF = M.

+ Pour une force centrale, dont le moment est nul, le moment cinétique est constant ; le mouvement
s'effectue donc dans le plan passant par l'origine et perpendiculaire a o.

- En coordonnées polaires dans le plan du mouvement : OM =r U; et v=r U; +r6° u_(; ; onen

tire: o = y m re’ u_; correspondant effectivement & o =y m r20" constant (la méthode non relativiste se
généralise sans difficulté).

. . . : = o
2. + Avec les notations de Binet, on peut exprimer la vitesse : v =r u + 10’ ue = — [—d—6 u + U ue]

. - - du — —
donc la quantité de mouvement: p=ymv =o [—d—6 U, +U Uyl

= 2 2 2
+ On peut de méme exprimer sa dérivée : p° = %8' =- OY:q '(STL;HJ) u

(I'expression se simplifie

car la force est radiale).
¢ remarque : la méthode non relativiste se généralise assez simplement, mais il faut passer par la
quantité de mouvement et non par l'accélération.

ze? — _ : Ze®
5 U, dérive de I'énergie potentielle E, = -
43'580" 43'580r

té est inchangée en relativité restreinte car elle est indépendante du mouvement).

3.a. - Laforce électrostatique F = -

(cette proprié-
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* Le théoreme de I'énergie cinétique donne alors : dE = dE; = 8W = -dE;, ce qui correspond a consi-
2

dérer que la quantité E,=E+E, = mc? + E, - est constante.

Are or
: - . En, Ze?
3.b. - Larelation précédente peut s'écrire : y = > + > U
mc 4neome
. . = -, d?u Ze? .
+ La relation fondamentale de la dynamique F = p° donne : d? +u=y - ; contrairement
TEQGO

au cas non relativiste, la relation ainsi obtenue dépend encore de la vitesse, donc ne donne pas I'équation
de la trajectoire.

. . d?u 2
+ La combinaison des deux peut par contre s'écrire sous la forme d? +02u = & (indépendante de
p
2
. L o Ze? 1 2 E_ Ze?
la vitesse, donc décrivant la trajectoire) en posant : o = ,|1- > & —m2 —.
4meqc ) me P mc® 4meyo

4.a. - Une solution particuliere de I'équation compléte (linéaire avec second membre constant) est la solu-

y
tion constante : u= —.

p

. 2 . N 2 . e . e
+ Les solutions de I'équation homogéne peuvent s'écrire sous la forme u= — cos(af) ou — est une
p p
_— : . 1
constante d'intégration (écrite sous une forme permettant de mettre en facteur —).
p

+ On obtient effectivement la solution générale u = —.(1 + e cos(a0)].

1
p
4.b. -Lintervalle d'angle entre deux passages successifs au plus prés du noyau (o6 = 2km) correspond a

1
a.(2n + 86) = 2. Ceci correspond a 66 = 2. (— - 1) >0 dans la mesure ol a<1.
o

2 \2 2 \2
4.c. -Danslecas a=1 onobtient: 1 =1+ ze 1 > donc: 86 = Ze n2 )
a 4neq0 | 2me 4meqo ) me



