RG - ANNEXE II

1. Variété sur R*

* L'analyse géométrique peut étre obtenue dans un espace courbe “quel-
conque” de dimension n , a partir de la métrique, en supposant qu'on s'en fait
une représentation incluse dans R"*!. Les résultats semblent ne pas dé-
pendre de la représentation utilisée. On peut toutefois se demander si c'est
toujours vrai ; en outre, on peut se demander s'il existe toujours au moins une
telle représentation ; il est alors intéressant de construire les raisonnements
sur une base plus générale encore.

» On considére une “variété de dimension n ", c'est a dire un ensemble ayant
des propriétés localement semblables a celles de R™ (la notion de variété peut
étre définie de facon plus générale, mais ce serait compliquer inutilement ici) ;
on utilisera le plus souvent n =4 .

Plus précisément, une variété est un espace topologique € :
¢ “séparé” (tel que deux points distincts aient toujours des voisinages dis-
joints) ;
¢ “a base dénombrable” (tel que tout ouvert puisse s'écrire comme réu-
nion d'ouverts d'une méme famille {U, } dénombrable d'ouverts) ;
¢ dont tout point posséde un voisinage homéomorphe (en bijection bi-
continue) a un ouvert de R™.

On appelle “systeme de coordonnées” (ou “carte”) un homéomorphisme défi-
nissant un systéme de coordonnées sur un ouvert U (on se raméne ainsi a
une représentation dans un espace plat) :
®: UcE - O(U)cR*
M » ®M)=(x°x'x%x3).

En pratique la coordonnée x° sera ici associée au temps ; certains numérotent
plutot x* (en dernier).

¢ remarque : le principe est analogue a celui utilisé pour définir des cartes
géographiques a l'aide d'une “projection” d'une partie de la surface terrestre
sur une feuille plane (dans ce cas R? ).
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» Les mathématiciens nomment aussi bien “carte” (ou “carte locale”) un “sys-
teme de coordonnées”, mais le physicien soucieux de décrire la géométrie de
I'espace-temps peut préférer une représentation graphique. Or, un méme
systeme de coordonnées peut avoir plusieurs représentations ; pour éviter
I'ambiguité, on peut nommer cela une “cartographie”.

» Par exemple pour les coordonnées terrestres (longitude ¢ ; latitude 6 ) au
voisinage de I'équateur, on peut utiliser une projection cylindrique “déroulée”.

AN
0 (°)
...................... R
/\ue
.................................... : _'\:
= i Ug
90! 45 o[ 45 90! ¢ ()
..................... .
..................... T T P

Dans cette cartographie, les représentants des vecteurs de base “naturels”
8, =9;M sont naturellement dessinés de taille égale (et la méme en tout
point).



Par contre les représentants des vecteurs unitaires i; sont dessinés (ici seu-
lement qualitativement) d'autant plus allongés horizontalement a proximité des
péles a cause du resserrement des méridiens (décrit par la métrique).

0 remarque : I'exemple de dimension 2 étudié ici n'est inclus dans R® que pour
visualiser I'effet geéométrique de la “projection” modélisant @ ; on utilise toute-
fois les propriétés de cette inclusion, donc les résultats devront étre validés
intrinséquement, pour justifier qu'on peut raisonner sur la modélisation de
l'espace tangent par les vecteurs du plan R? considéré.

* Pour le voisinage d'un péle, il est préférable d'utiliser une projection plane
“déroulée” en coordonnées polaires (cela importe peu puisqu'on sait gérer la
géométrie dans un plan).

-

Dans cette description, les représentants des vecteurs de base “naturels” ¢; et
des vecteurs unitaires u; sont dessinés de tailles et de directions différentes
selon le point.

¢ remarque : alors qu'une telle cartographie est globalement plus pratique
pour le voisinage du pole, elle est inefficace au pdle lui méme a cause du
caractére singulier de l'intersection des méridiens (l'angle ¢ est indéterminé).

* Pour décrire l'ensemble de la variété, on nomme “atlas” tout famille de
couples (U, ,®,) telle que UU, =& ; on supposera généralement cette
famille finie, ou au moins dénombrable.
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¢ remarque : sur l'exemple étudié précédemment, pour obtenir une cartogra-
phie la plus simple & interpréter en un point donné, il faudrait utiliser une re-
présentation du type projection conique tangente en ce point ; cela aurait
I'inconvénient de nécessiter un atlas non dénombrable, mais ce n'est d'aucun
intérét car toute cartographie donne une représentation équivalente de l'es-
pace tangent en chacun de ses points.
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» Une variété topologique est dite “variété différentielle” (ou plus précisément
de classe CP, ou “analytique” si C* ) si et seulement si pour toute intersection
de deux cartes l'application de changement de coordonnées est différentiable
(ou de classe C?, ou analytique) :
Do it (U NY)cR* > o (U;NY)cR
CDJ(M) = (yo’y1’y2’y3) g (DL(M) = (xorxl'lexs) .

Dans la suite, on raisonne en principe sur des variétés différentielles, mais en
pratique souvent supposées analytiques.

2. Courbes et vecteurs sur une variété

» Dans un espace courbe dont on utilise une représentation dans un espace
de dimension supérieure, un vecteur défini en un point M est un objet de
I'espace tangent en ce point. La généralisation doit étre basée sur l'image
d(M) .
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Dans un espace plat, un vecteur en un point M peut étre exprimé a l'aide
d'une base canonique, dont les éléments sont orientés selon les variations de
M associées respectivement aux variations de chacune des coordonnées. La
généralisation doit étre basée sur les coordonnées de limage ®(M) , en con-
sidérant les courbes associées aux x% = Cste .

* Dans une variété £, une courbe C peut étre définie paramétriquement
comme l'image d'une application différentiable :
M . R -» €&
A M=M@Q)EC.

On se ramene ainsi a décrire une courbe par ses équations paramétriques
(supposées différentiables) :
doM: R - R*
A m oM@ = (x°(1), x* (D), x2(A), x3(D)) .

Ceci revient a définir quatre équations paramétriques : x* = X*(1) , puis a
raisonner comme dans un espace plat.

+ Si on privilégie les notations de Leibniz, on peut ensuite étudier un déplace-
ment de M et considérer le comportement limite d'un déplacement infinitési-

mal : dM = aaM' dx® (ici la notation 4-vectorielle, non indispensable, ne sert
qu'a éviter I'ambiguité avec les cas ou on se limite a la partie spatiale).

Plus précisément, en dérivant par exemple selon la courbe définie par x° = 1,
x! = Cste, x? = Cste, x® = Cste, on obtient &, = GOM =(1;0;0; 0) ; ceci
donne une base de l'espace tangenten M : &, = d,M = (80; &1 ; 62; &63) .

¢ remarque : il ne s'agit pas de vecteurs unitaires selon la métrique (précisée
dans ce qui suit), mais seulement de la base “naturelle” de I'espace tangent.

- Ceci doit toutefois étre justifié par un passage a la limite : a priori on sait
seulement que d(®(M)) = d,(P(M)) dx* . Mais puisque les systtmes de
coordonnées sont des homéomorphismes, la limite induit un homéomor-
phisme entre espaces tangents :
v uE - TCD(M)(R4)
dM » W(dM) = (dx° dx?, dx? dx?)
G =0,M ~ Y(E)=¢,.
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Par identification, on considére ainsi que dM = (dx°, dx?,dx? dx3) est un
vecteur dans l'espace 7,,(€) tangent en M a la variété (abus de notation).

En un point M d'une courbe C on peut aussi considérer comme vecteur tan-

i 8) . ¥ e 4 ax%(a
gent (orienté) : ¥ = v &, avec pour coordonnées v* = —dl( JeR.

- Dans un changement de coordonnées (x%) = (x%), les vecteurs de base

se transforment selon: &, = d,M = Q,xxf”‘é}; et inversement pour les coor-
données des vecteurs : v* = d,xf v* (transformation réciproque).

¢ remarque : le tableau (dx*) décrit un vecteur, mais le tableau (x*) non ; par
dx _x _x

exemple le changement x =+/x donne x # w XS A2

* Les mathématiciens, soucieux de la généralisation la plus vaste (fut-ce au

prix d'une plus grande abstraction), préférent caractériser un vecteur par ses

relations avec un champ scalaire quelconque.

A tout champ f sur & correspond un champ ¢ sur R* :

f: E - R
M o FO)
p=fod1: R* - R
(xovxlrx2!x3) ind (p(x0’x1’x2’x3) = f(M) "

La restriction a une courbe C peut étre décrite par une fonction ¢ sur R :
p=foM: R - R
A e o(x°(),x1(A), x2 (), x3 (D)) .
¢ remarque : en physique, pour simplifier, on confond le plus souvent les
notations comme f, ¢ et ¢ dans la mesure ou on donne priorité a l'expres-

sion du résultat obtenu (et non aux relations formelles) ; on note ainsi selon
les besoins : f(M), (1), f(x° x1,x2,x3) .

+ On obtient ainsi en dérivant selon la courbe C : %] =0,f e v-Vf.
c

Ceci met en évidence un isomorphisme entre d'ensemble des objets de coor-
; ax« . p Lo
données v®* = - et I'ensemble (espace vectoriel) des opérateurs de dériva-

tonenM: ¥ & DV =v%0, telque ﬁ(f):%
c



Il est alors généralement proposé d'identifier I'espace vectoriel tangent avec
cet espace d'opérateurs.

¢ remarque : afin de mieux distinguer ces notations, les “vecteurs” correspon-
dants sont ici notés avec des symboles différents.

* En particulier, la courbe paramétrée par 2 = x° (ou de méme pour un autre

indice) donne : % =0y(f) =0, =€ -Vf ou € =(1;0;0;0) estle
c

vecteur de base de I'axe correspondant de la carte utilisée.

+ On peut aussi définir un opérateur dM =V dA caractérisé par ses compo-
santes égales & dx® sur la base 9, :

dM(f) = df = f(MQA +dD)) = fF(M Q) = 0f dx* = (dx® 05 )(f) -

¢ remarque : cette autre facon de formaliser est tout aussi acceptable mais
n'apporte ici rien de plus.

3. Formes multilinéaires et tenseurs

* D'un point de vue mathématique général, on peut appeler “forme linéaire”
une application linéaire sur les vecteurs :
o : uE - R
v oo (0|V)
VAER, V(U, D), (0|1t + vU) = A {(@|d) + (0|D) .

L'ensemble des formes linéaires sur 7,,(€) est un espace vectoriel de méme
dimension (ici 4 ), nommé “espace dual” 7;;(€) . Cette dualité canonique est
telle que tout vecteur est réciproquement une forme linéaire sur 7,;(€), c'est
a dire que 73,7 (&) = 7,(E) .

¢ remarque : la notation “vecteur dual” utilisée ici, pour insister sur la réciproci-
té, n'est pas l'usage courant (on peut I'omettre s'il n'y a pas d'ambiguité).

* Puisque les scalaires sont invariants lors d'un changement de systeme de
coordonnées (x%) (g“) , les formes linéaires se transforment inversement
aux vecteurs : w, = (@|é,) ; w, = 0,xF wp .
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Par ailleurs réciproquement ® = w, €* avec une base de “covecteurs” telle
que : (&%|D) = v ; (€%|és) = &5 .
+ On peut nommer “tenseur k contravariant et £ covariant” une application,
linéaire par rapport a chacun de ses arguments, du type :

T: [T5 7 (&) x TIE Tu (€) > R.

Ainsi, les vecteurs sont des tenseurs contravariants et les covecteurs sont des
tenseurs covariants.

Par exemple, les coordonnées d'un tenseur 1-contravariant et 2-covariant
s ma mfeq 2 =
correspondenta: T%, = T(&% é;, é,) .

4. Tenseur métrique

» Dans une variété, on peut définir un tenseur métrique g : forme bilinéaire
symétrique “non dégénérée”, donc telle que : [v¥, g, ¥) = 0] = (i = 6) .

Le tenseur métrique, qui peut étre caractérisé par ses coordonnées, définit un
“produit scalaire généralisé” :

8., =8(6.. &) ; U-P=g@, v) =g, uvh.

¢ remarque : il s'agit d'un “produit scalaire” au sens large, car au sens strict il
ne peut pas exister des vecteurs non nuls dont le produit scalaire soit nul (ou
méme négatif).

« De ce fait ceci peut associer a tout vecteur u (de coordonnées u%) un covec-
teur u=g(i, ;) &f de coordonnées ug = 8,5 u” - Cette association ainsi

définie étant unique (dés lors qu'on a fixé le tenseur métrique), on peut usuel-
lement omettre la notation différente (dual) pour u : on parle des coordonnées

covariantes “de u ”.
* Le tenseur métrique étant non dégénéré, la matrice [gaﬁ] est inversible. Son
inverse [g%] est telle que g+ 8,; = 85 . Cela définit une forme bilinéaire

symétrique non dégénérée sur les covecteurs : - U =g%¥ u, vp =7 -V .
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De fagon générale, le tenseur métrique permet de “monter” et/ou “descendre”
les indices des tenseurs.

* On peut ensuite définir une “norme” (pseudo-norme, pour la méme raison
gue pour le produit scalaire) telle que : ||i||> =% -4 ainsi qu'une “distance”
(pseudo-distance) telle que : ds? = 8up dx® dxP.

» Finalement, on peut ainsi de proche en proche retrouver, dans un espace
courbe “quelconque” le plus général, les résultats de I'analyse géométrique
obtenus précédemment pour des sous-variétés incluses dans R".



