1

PROPRIETES du DIAGRAMME de KRUSKAL-SZEKERES - corrigé des exercices

I. Trajectoire de photons

* Dans la mesure ou les notations de Kruskal-Szekeres supposent que les coordonnées statiques
comme celles de Schwarzschild ne sont plus appropriées au niveau de I'horizon (aucune particule de
référence ne peut y rester immobile et les photons ne peuvent pas servir de telle référence), on pour-
rait se contenter de conclure que c'est de la que provient I'étrangeté, qui ne serait ainsi qu'apparente.

+ Mais plus précisément, les trajectoires corpusculaires peuvent étre considérées comme la limite
géomeétrique des propagations quantiques. Si on réinterpréte ces “rayons” comme les lignes orthogo-
nales aux surfaces d'ondes électromagnétiques, la singularité n'est alors qu'une limite abstraite sépa-
rant des photons se propageant a (et vers) I'extérieur et d'autres se propageant a (et vers) l'intérieur.
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+ Dans la représentation de Schwarzschild, ceci décrit des photons se propageant radialement de part
et d'autre depuis la singularité.

¢ remarque : ce n'est pas indépendant de la création de paires de particules a ce niveau, a partir de
I'énergie du vide, comme envisagé dans les effets Hawking et Unruh.

II. Durée de chute d'une particule massive et diagramme de Kruskal-Szekeres

1.

+ Si on exclut les particules provenant de l'infini, les particules dont la vitesse initiale leur permettrait
d'atteindre l'infini ne sont a considérer que si leur mouvement initial est vers le bas. Dans ce cas, leur
durée propre de chute ne peut étre qu'inférieur a celui correspondant a un départ immobile.

* Pour les particules n'ayant pas une vitesse initiale qui leur permettrait d'atteindre I'infini, on peut se
limiter & une chute libre avec vitesse initiale nulle en raisonnant a partir du point de la trajectoire ou la
vitesse s'annule. On peut donc dans tous les cas supposer le départ immobile.

- L'étude de la partie radiale de la métriqgue (ds? = A c? dt? — C dr?) fait intervenir les symboles de
. , o

: : .o A . _ A O
Christoffel suivants : Iy, = = ; Too =57 ; T’y 2
i . Lo d? dx* dxV
* Les equations du mouvement peuvent s'écrire : _dfxz +T4, —;T —;T =

. . . ;- . dat .
- L'équation pour la variable temporelle x° = ¢t peut s'écrire avec la notation T = Cd—r ; on obtient

ainsi : %+21‘°01T%=0 puis Acdt=adr.
- Pour un départ immobile dt? = A, dt? avec A, = A(r,) ; on obtient ainsi: A, c? = a? puis finale-

ment pour un départ extérieur : Adt =,/A,dt ouencore: T =c @ .
+ La seconde équation peut étre obtenue plus simplement a I'aide de la métrique (compte tenu du fait
dr . ds?

que AC=1): R="; 5 =c2=AT?—CR? ; R2=A’T?—Ac? = (Ag— A) c? .
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* Pour une chute libre avec vitesse initiale nulle R <0 25

donc R=—c, /A, —A.

« Cette équation n'est pas simple a intégrer numéri-
guement car le membre de droite est nul dans les |77
conditions initiales ; il est plus simple d'intégrer I'équa- 15
tion du second ordre obtenue en dérivant I'expression
quadratique :
QR = _pddr . Lr
ar dr dt dr 2r

20

10

+ On obtient des courbes d'allure parabolique corres-
pondant a des durées propres finies (la partie pour
r <1, n'est par contre acceptable qu'en supposant 0
valide l'interprétation de Kruskal-Szekeres). r

+ Une telle affirmation est peu convaincante puisque la longueur d'un arc élémentaire “lue” sur le
diagramme est vdu? + dv? (en se limitant pour simplifier 2 un mouvement radial), alors que la durée

3
propre correspond a : cdt =ds = f% e /% \JdvZ — du? ol r =r(u,v).

+ On peut suggérer que la limitation visualisée sur le graphique implique celle recherchée des lors que

3
Vdv? — du? < Vdu? + dv?. Mais ds ne se limite pas a ce terme, or la divergence de f% a l'ap-
proche de r =0 fait que, tant qu'on n'a pas démontré le contraire, il pourrait étre possible que la du-
rée propre soit infinie.
« L'affirmation est en fait acceptable si et seulement si on se limite a des portions de trajectoires ne re-
joignant pas r =0 ; par exemple une portion de trajectoire allant jusqu'a r =1, .

II1. Trajectoires de particules massives

1.a.

1.b.

3.a.

4 (r+1) _ r+1
A0 T

* En notant K = ée‘r on obtient: K’ = =

- D'aprés la définition de W, on obtient: W’ =<— =2
1+w 4

» On obtient ainsi :
oo =K ; g11 ==K ; goy = =17 ; g33 = —1r? slinz(e) ;

g°° =% D gt = _% g2t = _Tiz g3 = TR
Tooo = To11 = —Ti10 =T4Lr1 K?v ; Tigo = —Too1 = i =% K*u ;
320 = —Toz2 =§ Kv ; T330 = =T33 =§ sin®(8) Kv ;
[0 = =15 = _g Ku ; I3g =T33 = _g sin®(8) Ku ;
[33, = —Th33 = —72 sin(@) cos(d) ;
F000 =T% = l-‘110 =% Kv ;
[ =Tl =T, = _%: Ku ;
%0 =%, = _% Kv ; T% = —g v % = _g sin’(0) v ;
% =T% == Ku ; My =—Zu; My =—Csin2(0) u ;
I3, = cot(8) ; T'%; = —sin(8) cos(H) .
* Les équations du mouvement peuvent s'écrire : d::: + F"aﬁ dd—’f ddif =0.

. . . K’ . . K’ .. . K’ . . K’ ..
*Ainsi: ¥ — v.(v2+u2)+; uvu=0; i+ u.(v2+u2)—; vou=0.



3.b. - On peut considérer les combinaisons :
b+i—T D+ v-u)=0 ;

b—ii—% (0-w? (w+u) =0.

« [l apparait que cela peut s'écrire plus simplementavec ¢ =v+u et n=v—u:

E-yné =0 i- 807 =0.

«Pour £ =0, onobtient £ =0 donc & =0 = Cste puis & = Cste ; ceci décrit les trajectoires des
photons entrants. Il en est de méme pour 7 ; cela décrit les photons sortants.

« Pour les particules matérielles ¢ et ) ne s'annulent pas, mais ¢ ou 1 s'annule au passage de I'hori-
zon. On constate que dans ce cas 7j ou ¢ s'annule, donc (puisque K’ y est régulier) la traversée se fait
sans irrégularité : on peut donc envisager une résolution numérique par la méthode d'Euler.

¢ remarque : si on cherche a appliquer une méthode d'Euler en fonction de (u, v) mais en partant des
expressions du et dv déduites de celle de u(r,t) et v(r,t), on est confronté a un passage a la
limite délicat au niveau de I'horizon ; cette difficulté est évitée ici.

« Mais par ailleurs, la métrique : ds? = K d¢ dn impose pour les particules matérielles ¢ 7 =% ; les
deux dérivées premiéres n'étant pas indépendantes, il faut en tenir compte pour imposer leurs condi-
tions initiales. Plus efficacement, on peut a profit remplacer I'une des deux équations différentielles
précédentes, du second ordre, par cette derniere, du premier ordre.

¢ remarque : pour les photons ds? = 0 redonne directement § =0 ou 7 =0.

+ Ceci permet de tracer les trajectoires par intégration numérique.
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IV. Diagramme de Kruskal-Szekeres revisité
1. + L'angle par rapport au point (u = 0; v = 0) peut s'écrire : 1 = arctan (E) .

¢ remarque : l'expression modulo m nécessitera de préciser les signes ensuite.
¢ remarque : cet angle est en fait une fonction de t indépendante de r .

+ Les coordonnées souhaitées peuvent s'écrire :

R=1+vVu?+v? cos(2y) ; cT =vu? +v? sin(2y) .

- On peut utiliser : cos(2y) = 2 cos?2(yp) —1 ; sin(2y) = 2 sin(y) cos(yP) .

+ Ceci donne en simplifiant :

2_p2 2uv
R=1+—L ; = .
u2+v? Vu?+v?
2. +Lalimite r =1 (r; pris comme unité) correspond a u = |v| pour la région (I), seule concernée ici.

Ceci donne une représentation paramétrique (selonv)de R et ¢T .



3. »La limite r =0 correspond a v = +V1+u? ; ceci donne une représentation paramétrique (selon
u)yde R et cT.

4, * Les trajectoires des photons correspondent a u = Cte + v ; cela donne une représentation paramé-
trique (selon u) de R et ¢T.

- Pour trouver la limite du tracé (pour r=0), la résolution de I'équation: 1+ u? = (u— Cte)?

donne : wu,,, = e
- Heim 2cte

¢ remarque : ces coordonnées ont essentiellement une utilité pour la visualisation des propriétés ca-
ractéristiques ; I'expression tres compliquée de la métrique correspondante n'a aucune utilité pratique.

V. Diagramme de Schwarzschild revisité
1. + En prévoyant de le diviser par 2, I'angle par rapport au point (r =r,; t = 0) peut s'écrire (avec r
comme unité) : 21 = arctan (:Ttl) .
¢ remarque : l'expression modulo m nécessitera de préciser les signes ensuite.
+ Les coordonnées souhaitées peuvent s'écrire :
us =/(r =12+ (ct)? cos(®) ; vs =/ — 1%+ (ct)? sin(®)) .

1+co;(21/)) ; Sil’l(‘([)) _ 1—c0:(21/}) )

+ On peut utiliser : cos(y) =
+ Ceci donne en simplifiant :
(r-1)2+(c )2+(r-1) V(r-1)2+(c t)? (r-1)2+(c t)2-(r-1) y(r—-1)2+(c t)?
U = 2 ; Us = 2 .

* Tant qu'on reste du cété u, > 0, on peut préciser le signe par : sgn(v,) = sgn(ct) .

* Pour tracer du c6té ug < 0, partie gauche des régions (I1) et (IV), il y a probablement une astuce
analogue, mais on peut chercher par tdtonnements la limite sur r donnant u; = 0, puis changer le
signe de l'expression pour tracer le reste de la courbe.

2. + Cela donne une représentation paramétrique (avec ct) pour tracer les courbes r = Cste .

3. * En reportant les expressions c t(r) obtenues en notations de Schwarzschild, on obtient une repré-
sentation paramétrique (avec r) pour tracer les trajectoires des particules.
¢ remarque : ces coordonnées ont essentiellement une utilité pour la visualisation des propriétés ca-
ractéristiques ; I'expression tres compliquée de la métrique correspondante n'a aucune utilité pratique.

VI. Particularités de la singularité centrale

1. + L'origine du temps étant arbitraire (au moins dans la région (I), dont le comportement est “clas-
sique”), on peut proposer une variable t' =t —t, .
* Les coordonnées de Finkelstein correspondantes sontalors: U'=U+ct, ; V=V +ct,.
« En passant aux exponentielles et en notant 1 = ec%/?™s | |a méthode donnant les coordonnées de
Kruskal-Szekeres correspond a :

§ . .
€,=z ’ 7l'=177 ’
, =& _ A%+41 A2-1 ., € A%-1 22+1
u—z—“u+”v,v—2—“u 21

- On vérifie que r est inchangé, puisque w? —v'? =u? —v? ; par ailleurs ds? est inchangé puisque
dv'? — du? = dv? — du? .

+ Cette transformation se comporte de fagon un peu analogue a une transformation de Lorentz pour
les variables x et c t : l'origine est inchangée ; les diagonales u = +v sont inchangées ; I'axe des v’
et I'axe des v’ sont obliques ascendants (rapprochés de u =v) danslecas t, > 0.

2. + Dans la région (II), la variable r est du genre temps et la variable t est du genre espace ; cela ne

modifie par contre rien a la possibilité de changer I'origine pour t . On obtient de fagon analogue :
, M8 A%41 A%-1 L, =8 A%-1 A2+1
T2 7 22 +2)Lv’v_2_2,1 22
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+ Ceci augmente I'étrangeté de la séparation en deux parties de la singularité centrale, pour u =0,
puisque ce cas particulier n'est pas invariant par changement arbitraire de l'origine de t .

+ Les difficultés de ce type sont par contre évitées des lors qu'on considere que l'invariance temporelle
est brisée par I'extremum d'expansion de la matiére provenant d'un trou blanc, qui s'effondre ensuite
en trou noir.

* En supposant que la métrique pour u < 0 soit celle dans le vide, la matiére suivant la trajectoire
considérée semblerait pouvoir émettre un photon vers la singularité centrale pour v > 0 (trou noir).

¢ remarque : d'éventuels photons émis pour v < 0 rejoindraient la région (IV) décrivant “un autre ex-
térieur” si cela existait.
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+ On constate alors que de tels photons, bien que suivant la méme trajectoire radiale en étant plus ra-
pides que la matiére qui les a émis, arriveraient plus tard (valeur de v plus grande). Cela est totale-
ment contradictoire, donc de tels photons sont impossibles : la quantité de matiére en transit est for-
cément assez importante pour que la métrique pour u < 0 corresponde au cas intérieur. Si la singu-
larité centrale existe dans cette partie du diagramme, la pente de sa trajectoire est forcément positive.

VII. Limite de la zone extérieure

1.

+ La trajectoire de cette matiere finissant en trou-noir n'est pas évidente dans la mesure ou le champ
est celui qu'elle crée elle méme, mais ici on ne cherche qu'a décrire l'allure de la trajectoire. Pour une
répartition de masse sphérique (d'épaisseur négligeable) on suppose que le champ subi est suffi-
samment semblable a celui a I'extérieur et qu'on peut donc raisonner qualitativement comme pour une
particule ponctuelle. Dans ce cas, la trajectoire se termine a I'apparition de la singularité centrale.

Vr+1
«/F—1|) )

+ Avec les notations de Schwarzschild, cela corresponda: ct = —g Nr(r+3)+ ln(

ct -5




Dans cette représentation, toute la partie au dessous de la courbe correspond a l'intérieur de la
sphére et n'est pas décrit par la métriqgue de Kruskal-Szekeres (ni celle de Schwarzschild). Aucune
trajectoire sortante ne peut croiser celle-ci (ni a fortiori deux fois) puisqu'elle ne peut pas aller en des-

sous.
+ Ceci n'empéche en rien de représenter la trajectoire dans un diagramme de Kruskal-Szekeres ; il

suffit pour cela d'utiliser les relations de changement de notations.

De méme dans cette représentation, toute la partie & gauche de la courbe correspond a l'intérieur de
la sphere et n'est pas décrit par la métrique de Kruskal-Szekeres. De fagon plus générale, la limite a
droite de la région intérieure suit toujours une trajectoire analogue, forcément avec u > 0 ; il en est de
méme symétriquement pour la disparition d'un trou-blanc avec expulsion de matiere jusqu'a l'infini.
Ainsi, de la fagon la plus générale, la zone extérieure ne peut pas dépasser du c6té u < 0.

+ De méme dans cette représentation, toute la partie a gauche de la courbe correspond a l'intérieur de
la sphere et n'est pas décrit par la métrique de Lemaitre.
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En patrticulier, toute trajectoire sortante ayant une divergence en R = —oo au niveau de I'horizon ne
peut donc pas le franchir, ce qui élimine de méme tous les cas de croisements anormaux.
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VIII. Diagramme de Kruskal-Szekeres “isotrope” revisité
+ Pour la région (1), on peut considérer la distance p = vu? + v? etl'angle ¥ tel que u = p cos(y) et

v = p sin(y) . On envisage alors un diagramme avec des coordonnées (le facteur de projection % est

u?-v 2uv

2
ici sans intérét) : x = p cos(2y) = W ; y=psin(2y) = o
u v u v
+ Les équations des courbes représentatives pour u = Cste et v = Cste peuvent étre déduites par

sufv? o wiy? 2wy oo viy? . yPo2v?

uz+p2 ’ 4u2-y2 ’ Jauz—y?z ’ 4v2-y2 "’ Vavi-yz’

+ Les courbes représentatives pour u = Cste peuvent aussi étre obtenues par un tracé paramétrique
en fonction de v (et réciproquement). La région (I1I) est symétrique ; dans ce cas, elle peut aussi étre
obtenue en permutant les réles de u et v .

¢ remarque : la singularité (horizon) est ici représentée par I'axe vertical, pour lequel u =+v ; lanon
bijectivité des notations de Kruskal-Szekeres dans ce cas a pour conséquence que les limites de u a

droite et & gauche de I'axe sont différentes (de signe contraire).

combinaison : y? =

* Les trajectoires des photons entrants et sortants peuvent étre obtenues de méme ; I'émission depuis
un point intérieur est tout a fait analogue a celle depuis I'extérieur.

¢ remarque : la forme “arrondie” des trajectoires suggére qu'on peut trés raisonnablement les repré-

senter dans un diagramme de Kruskal-Szekeres “classique” en raccordant par un arc de cercle sym-
bolique les partie rectilignes des régions (I) et (I11).

A 1.5 A

-15

-1.5-



IX. Synchronisation des horloges

+ On peut considérer un point P, sur la singularité : (u,; v,) avec u, = v, . Ce point est a priori arbi-
traire dans la mesure ou la singularité correspond a I'ensemble des deux diagonales.

+ On envisage alors un photon “entrant” émis depuis un point P; (u, + ¢; v, — ¢) dans la région (I).
Sur le diagramme, la “distance” entre P, et P, est d = £+/2 .

+ On considére ensuite un point P, (—u, — €' ; v, — &) dans la région (I1I) ou ce photon arrive, puis est
renvoyé vers l'extérieur. Une fois passé dans la région (1), la “distance” entre la diagonale croissante
et la trajectoire du photon est d’ = ¢ V2 .

+ Si on suppose € < ¢, le photon regu en retour par P, arrive apres le départ du photon initialement
émis. Par contre, pour ¢ > ¢, le retour intervient avant le départ du photon émis (il faudrait un train
d'onde codé pour espérer le reconnaitre).

¢ remarque : pour étudier I'éventuelle synchronisation des horloges, on met a part ici la contradiction
découlant du second cas.

+ Pour synchroniser les horloges de part et d'autre de la singularité, il faudrait pouvoir déterminer une
unique limite du milieu de l'intervalle d'aller-retour lorsque ¢ et ¢ — 0. Or le résultat dépend de la
relation entre ¢ et €' lors du passage a la limite.
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+ Finalement, méme si on utilise une méme variable t des deux cdtés de la singularité, les valeurs de
part et d'autre ne peuvent donc pas étre comparées.

0 remarque : méme si on obtenait une durée apparente d'aller-retour D = +/A At non ambigiie pour
I'expérimentateur extérieur, on pourrait douter de sa signification puisque la partie intérieure du trajet
est a la fois infinie pour que le photon entrant arrive en P, depuis la singularité, puis encore infinie
pour que le photon renvoyé rejoigne la singularité ; on peut d'ailleurs légitimement se demander s'il est
réellement possible que le processus soit réalisable.



