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GEOMETRIE RIEMANNIENNE EN ESPACE COURBE - corrigé des exercices

I. Dérivation covariante
1. « Dans un changement de coordonnées (x® — x#) la transformation correspond a un tenseur :
A, =0,x"A, ; BY=0px"BF ; CP=0,xPC" ; A,B’CP =03,x"0pgx" d,xP A, BF C" .

2.a. - La variation &(4, BYCP)=B" " §(4,)+ A, CP 5(BY) + A, BV 5(CP) se déduit de celles des vec-
. _ B
teurs : 8(A, BY CP) = BY CPT*,, Ag dx” — A, CP T, BF dx¥ — A, BYT?; CFdx”.

2.b. - Lavariation étant linéaire, elle se généralise a tout tenseur A”Vp :
vp _ 4 VP B Bp VB p
84,0 = AP T, dx¥ — AP TV, dx? — A, TP, dx? .

3. -Onobtientainsi: DA,"” = dA,”” — 64" = dA,” + 1%, A" dx¥ =TV, APP dxv =17, 4,"F dx .

. . . P . » . vp _ vp B vp Bp _ P vB

On en déduit les “dérivées covariantes” : D,A, " = 0,4, + 17, Ag Moo Ay Mee A
¢ remarque : le principe se généralise a tout tenseur, quel que soit le hombre d'indices covariants
et/ou contravariants.

II. Transport parall¢le

1. - Dans R3 on peut considérer ds? = c2dt? —d¢? avec df? = R%dH?+ dz? = d&? + dz?.
*Cecicorresponda: goo=1; g11=-1; g =-1.
« Cette métrique est celle correspondant a des coordonnées cartésiennes dans un plan, mais la sur-
face est par ailleurs “cyclique” sur la variable ¢ (provenant de 6 ).
¢ remarque : en pratique, dans R3, un cylindre découpé selon une droite paralléle & son axe peut étre
déroulé et superposé a une bande d'un plan.

2.a. +Endéplacant i, (M,) parallélement & lui méme au sens de R3, on obtient —1i,(M,) .
« En déplagant i, (M,) parallélement & lui méme au sens de R3, on obtient i, (M,) .

2.b. - Le vecteur i, n'existe pas en tant que vecteur de la surface (il n'est pas dans le plan tangent).
+ Perpendiculaire en chaque point a I'axe 0z , le cercle est I'équivalent d'un axe cartésien 0¢ (il s'agit
d'une géodésique).
« Le “transport paralléle” au sens de la surface est donc en fait paralléle a cet axe : on obtient u,(M,) ,
ce qui est cohérent pour un espace localement plat.

III. Somme de vecteurs

1. * Dans un espace courbe, le transport paralléle de BenM dépend du chemin suivi, donc de fagon
générale ceci n'est éventuellement possible que pour la limite de points quasi-confondus (séparés par
une distance infinitésimale).

2. * En supposant qu'on puisse définir une méthode de transport paralléle telle que §M ne soit pas ambi-
gu, alors on pourrait définir en M une somme /TM + §M . Mais par ailleurs, on pourrait alors aussi, par
la méme méthode, définir ZN , puis /TN + §N ; le probléme est qu'un transport inverse donnerait en
général : (ﬁ,\, + §N)M * (/TM + §M)N . Ainsi, pour des grandeurs définies en des points distincts, on
ne peut considérer que des sommes de scalaires.



IV. Transformation de la Connexion affine
- A partir de DA® = dA® +I'%, A dx”, on obtient :
0px® DAP = d(9,x" AP) + %, 0,xP AP 9,x" dx* ;
0px® DAP = 0,x* dAP + d(0,x%) AP + %, 0,xP AP 8,x" dx* ;
0px® DAP = 0,x* dAP + 0,,x" dx* AP +T%, 0,xF AP 3,x" dx* .
+ En appliquant la transformation inverse :
DA° = 9,x° dpx® DAP = 5 DAF ;
DA° = 0,x° DA% = 0,x° (apg“ dAP +0,,x" dx* AP + %, a,,gﬁ AP 9, x¥ dx”) ;
DA? = dA® + (0,x° 0,xF 0,xY I'%, + 0,x° 8,,x%) AP dx* .
* La comparaison avec DA° = dA° + I'°,, AP dx* donne TI°,, = 0,x° a,,gﬁ 0, x" L%, + 0,x° 0,,x% ,
ou par changement des indices : ',z = 0,x* 0gx” 9,x" ["w + 0gpxt 9,x" .

V. Sous-espace courbe

l.a. - Chaque point de la demi-sphére a une projection et une seule (on se limite a z > 0) ; ce repérage
donne une représentation sans ambiguité.

1.b. - Ces coordonnées ne sont pas cartésiennes en tant que coordonnées sur la demi-sphére, car elles
ne correspondent pas a des “axes” rectilignes.

2.a. -+ Dans R3 on peut utiliser ds? = c2dt? —d¢? avec df?=dx%+dy?+dz? ; le sous-espace consi-
2 2 2 2
déréimpose : d(x2+y? +22)=0=2xdx+2ydy+2zdz, donc: dz? =X *2xydrdyiy dy”

RZ—x2-y2
P I R%Z-y? 2 R?-x2
+ On en déduit par substitution : d#? = Wzy_yz dx? + ﬁ dx dy + sz—yz dyz
- Ceci correspond a : =1 ; S e S S i S
p . gOO - ’ gll - Rz_xz_yz ’ gZZ - Rz_xz_yz ’
G123 = Gor = —#i’_yz (sans oublier qu'il y a deux termes égaux).
p . R? . N
2.b. -Ledéterminantest g = rml la matrice inverse g*¥ correspond a :
2 2 2 2
00 — .oq11 . _RT=x" oo RTYTOL 12 21 XY
g =1, g =——F 9" =" 9 =9 =3
3.a. -+ On obtient ainsi :
L. =_ x.(R?-y?) T - _ v.(R?-x?)
111 (R2-x2-y2)2 ' 222 (R2—x2-y2)2 ’
r _ v.(R?-y?) T _ x.(R?-x?%)
211 7 (R2—x2-y2)2 ? 1227 (p2_y2_y2y2
2 2
- — yx . _ _ xy
I-‘112 - l-‘121 - = (Rz_xz_yz)z ’ l—‘221 - l—‘212 - (Rz_xz_yz)z .
3.b. - On obtient enfin :
1 _ 11 22 _ _ x(R*-y?) .2 y(R*-x?) .
r 11 — l—‘111 gt l—‘211 g = RZ.(R2-x2-y2) ' 22 7 R2 (R2-x2-y2) ’
r2. = y.(R*-y?) .1 x(RP=x?)
11 ™ Rz (R2—x2-y2) ’ 22 7 R2 (R2-x2-y2) ’
2 2
1 —r1 — yx . 2 — 12 — Xy
I-‘12_1—‘21_ sF21_F12_

R2.(R2—x2—y2) RZ.(R2—x2-y2) '



VI. Sous-espace courbe

1.a.

1.b.

2.a.

2.b.

3.a.

3.b.

4.a.

4.b.

- On peut considérer ds? = ¢? dt? — df? avec df? =r?df? + R? sin?(0) d¢? .
- Cecicorrespond a: goo =1 ; gi1 = —R? ; g, = —R%sin?(0) .

* Le déterminant est g = R*sin?(9) ; la matrice inverse g*# correspond a :

0—-1:gll=—=1.422__ 1
9 9 R2 ’ RZsin2(0) *

- On obtient ainsi : T,;, =y, = —T5, = —R?sin(8) cos(0) .

cos(0)

- On obtient enfin : T?, =T%, =T,,, g% = (@)

; TL,, = —sin(@) cos(f) .

* Les coordonnées cartésiennes peuvent s'écrire (avec un indice (0) pour les valeurs en M, ) :
X0y = R sin(6,) cos(@q) ; Y0y = R sin(8y) sin(@,) ; zey = R cos(8y) -

+ L'équation du plan considéré peut s'écrire sous la fome :
0=0M- 57% = x R sin(8,) cos(¢,) + ¥y R sin(8,) sin(¢@,) + z R cos(6,) .

* De fagon analogue : x = R sin(6) cos(¢) ; ¥y = R sin(8)sin(p) ; z=R cos(f) .
+ L'équation d'un grand cercle peut donc s'écrire :

sin(0) sin(6,) cos(¢) cos(p,) + sin(B) sin(6,) sin(¢) sin(¢,) + cos(f) cos(6,) =0 .
+ Ceci peut se simplifier sous la forme : cos(¢ — ¢,) + cot(8) cot(6,) =0 .

2
+ L'équation temporelle des géodésiques s'écrit % = 0. Ceci implique la proportionnalité ds o dt ;
il en découle donc aussi df « dt (correspondant a un déplacement a vitesse constante).
+ Les équations des géodésiques de la surface correspondent ainsi a :

a2 d_(pz_ . d*¢ cos(6) d6 dp __
ar? sin(0) cos(0) (dt’) =0 ar? +2 sin(9) d¢ df 0

. d . . ;- dF 0 .
+ Sionpose F = d—‘{f , la seconde équation peut s'écrire : — + 2 ©0s) =g ; les solutions sont de la
Cte

dae sin(@)
forme : F(0) = 2@ (on peut trouver une intégrale premiére équivalente avec la premiére équation),
mais la seconde intégration est trés ardue ; on se limite donc ici a une intégration numérique.
+ La méthode d'Euler donne une courbe indiscernable de celle obtenue a la question (3).
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VII. Sous-espace courbe

1.a.

1.b.

2.a.

2.b.

3.a.

3.b.

4.b.

« Dans R3 on peut considérer ds? = c? dt? — d¢?> avec:
de? =dr? +r2d0? +dz?> =dr?+ (1 + A2 r?)dz>.
- Cecicorresponda: goo=1; giu=-1; g =—(1+227r%).

- Le déterminant est g =1+ A% r? ; la matrice inverse g*# correspond a :

22 _ _
142272 "

g00=1;g11=_1;g

- On obtient ainsi : T, =Ty = —Tip = —A27.

2
- On obtient enfin : T?, =T%, =T,,, g% = # ; Th,=—227.

- Dans R3 on peut utiliser ds? = c2dt? — d¢? avec d? =dr?+dz?+ 2 r?dZ>.

2

- On peut alors considérer r = r(z) et regrouper : dp? = dr? + dz? = dz>. (1 + (%) ) )

- Pour retrouver une métriqgue équivalente (avec notations adaptées) : d? = dp? + (1 + 2% p2)d{?, |l
faut et il suffit donc que : 2 = R2. (1 + A2 r?), clestadire: p =vr2 — RZ.

A2 p? 2 2 . 1
1+A2 p2 dp® +dz* 1412 p2
tégration (en choisissant p =0 pour z=0): p = R sinh(1z) ; r= R cosh(1z).

+ La surface ainsi définie est “localement équivalente” puisqu'elle a la méme métrique. Elle n'est pas
globalement équivalente car elle est par ailleurs “cyclique” sur la variable { (provenant de 8 ) ; la situa-
tion est analogue au cas d'un cylindre, “localement plat” mais non plan.

- Cecicorrespond a: dp? =dr? +dz? = dp? = dz? . On en déduit par in-

+ La premiére formulation peut suggérer une torsion (avec un sens de vissage arbitraire parmi deux
possibles). La seconde formulation montre par contre qu'il n'y a pas de torsion intrinséque.

- L'ambiguité vient du fait qu'il y a une sorte de “torsion” dans R3, mais que ce n'est pas une propriété
intrinséque de la surface : c'est une propriété de la fagon dont elle est modélisée dans R3. On peut
obtenir une autre modélisation dans R3, localement équivalente (& par le fait qu'elle est cyclique
sur ¢ ), mais sans aspect de “torsion”.

+ La “torsion intrinséque” d'une surface est associée a la non commutation des dérivées covariantes.

2
+ L'équation temporelle des géodésiques s'écrit % = 0. Ceci implique la proportionnalité ds o dt ;
il en découle donc aussi df « dt (correspondant a un déplacement a vitesse constante).
* Les équations des géodésiques de la surface correspondent ainsi a :

Er_ (2)2_0 APz o Ar drdz_
de? "\d¢ Tode? 1+A2r2 de de

. d P . P daz A2 .
+ Sion pose Z = d—; , la seconde équation peut s'écrire : s 2 TZTTZ Z =0 ; les solutions sont de
Cte

la forme : Z(r) = 7 (on peut trouver une intégrale premiére équivalente avec la premiéere équa-
tion), mais la seconde intégration est trés ardue ; on se limite donc ici a une intégration numeérique.

» La méthode d'Euler donne des courbes trés vraisemblables pourvu que le pas de calcul soit assez
petit. Il y a deux types de géodésiques, selon qu'ils coupent ou non l'axe 0z .
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