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RG I - GEOMETRIE RIEMANNIENNE EN ESPACE PLAT

1. Introduction

* Dans la théorie newtonienne, le champ de gravitation est créé par les
masses ; ofr, la relativité met en évidence une équivalence masse-énergie
E =mc?, donc une théorie relativiste doit considérer que I'énergie du champ
de gravitation contribue a la propre création de ce dernier... c'est a dire que la
théorie est forcément non linéaire.

Comme cela est progressivement décrit dans la suite, la relativité générale
considere que le champ de gravitation est associé a une “courbure” de
I'espace-temps ; pour décrire précisément cela, I'usage de notations rieman-
niennes des coordonnées est en pratique indispensable. On commence ici par
en aborder |'étude dans un espace “plat” (sans courbure).

2. Métrique locale

w remarque : la méthode envisagée dans ce chapitre n'est pas la plus
générale ; elle est pour cette raison généralement “évitée” par les ouvrages
traitant de ce sujet ; elle est au contraire abordée ici pour ses qualités en tant
que “transition” dans la compréhension de l'usage des coordonnées.

¢ remarque : on adopte la convention de sommation d’Einstein ; tout indice

répété en haut et en bas sous-entend une sommation : x; a® & ¥; (x; a) .

» Avec des coordonnées “quelconques”, par exemple polaires dans le plan, on
peut définir une base locale é; = 6i1\7f ; un déplacement de M en M’ tel que
OM' = OM + dM correspond & : dM = ;M dx' = &, dx' .

0 remarque : on peut noter dOM et 9,0M pour exprimer les variations du
“vecteur position” OM , mais ces quantités ne dépendent pas de I'origine fixe O
du repére ; or, c'est un des problemes de la généralisation ultérieure (si on
considere la géométrie a la surface d'une sphére en prenant l'origine 0 au
centre de la sphére, ce point n'est pas dans l'espace considéré).
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 Les ¢; ne sont généralement pas unitaires ; ils correspondent aux “déplace-
ments” élémentaires 9;M associés aux coordonnées. Ainsi, pour les coordon-
nées polaires dans le plan : OM = r%,.(6) correspond & é, = 9,M =i, mais
8, =0,M=ri,.

» On peut alors définir un “élément de longueur” ds a l'aide de la relation :
ds?=dM-dM = g;;dx' dx/  correspondant &: g;=0,M-9;M =&;-¢ .
Ainsi, pour les coordonnées polaires dans le plan : ds? = dr? + r? d§? .

- En un point voisin M’ =M + dM, le repére devient &’ =&, +dé, ; on
exprime alors les dé; dans la base des é; . Les coefficients étant linéaires en
dx/, on peut donc écrire : dé; =T dx/ é, .

*D’aprés dé; = d,¢é; dx* , la relation précédente donne : Fkij M = 0;;M ;
les F"U sont les “composantes contravariantes” des dérivées secondes d;;M
dans la base locale des 9, M .

Ainsi, pour les coordonnées polaires dans le plan :
0,6, =0 donc T'Y,=T%,=0;

S 1 1
0,6, =1y =-¢, donc r,=0 et Iz, = =5
. 1 1
0,8, =iy =-¢, donc r,, =0 et Iz, = =5
0,86, =—ri,=-ré donc T',=-r et I'%,=0.

¢ remarque : on constate la symétrie par rapport aux deux derniers indices.

« Par ailleurs : T%; é, = 9;¢; d'ou on déduit: T%;é, & =T"; gy, =Ty ;
c'est-a-dire que les T,; = d;é;-€, = 9;;M - 9,M sont les “composantes cova-

riantes” des dérivées secondes 0, j1\7i dans la base locale des d,M .

Ainsi, pour les coordonnées polaires dans le plan :
0,6, =0 donc TI;;; =0, =0 ;

- - 1 5 - -

0,6, =Ug =-€, donc I}y, =0 et [y, =g rig =1 ;
- — 1 >

026, =Upg =-€ donc Iy =0 et [y =7 ;

0,6, =—ru.=-ré donc I},,=-1r et [,,,=0.
2%2 T 1 122 222
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0 remarque : d'aprés A = A' &; les coordonnées A! sont dites contravariantes
car elles varient inversement a la base locale (A" est divisé par deux si on
double &; ) ; les coordonnées A; = A-¢; sont au contraire covariantes.

L exercice n° I.

3. Dérivation covariante

* Lorsqu'on dérive un scalaire #, on peut définir la notion de “gradient” par une
notation telle que : df = 9;# dx' = V#-dM correspondant a: V§ = di$ ¢, .
Le seul changement est que la base n'est généralement pas orthonormée.

Ainsi, pour les coordonnées polaires dans le plan :
22 1

gil=1;g2=¢21=0 ;g4 ==

= S S 0 10— .
V’f=91161’fe1+9226215l32=§ur+r_z£7”u9 ,
- , 10f

VE =" U +- o U

¢ remarque : g¥ est la matrice inverse telle que g;; g’* = 6 (matrice unité).

* La situation se complique si on considére un vecteur A=A é; exprimé
dans la base locale et décrivant une propriété au point M ; lorsqu'on étudie
ses variations associées a des variations de M, il faut tenir compte des
variations de la base locale :

dA=dA"é + A dé; = dA' é + A'TX; dxJ é, = (dA' + T, A/ dx¥) é; .

-

Ceci permet de définir une différentielle “absolue” telle que dA = DA &; :
DAL = dA! +TL, AT dx* (soit DA' = [dA] # d[A!] = dA").

On définit de fagon analogue la dérivée covariante telle que DA’ = D;A" dx/ :
) ) . ) ) i ) )
D;A" = 9;A" + T, A (soit D;A' = [9;A] + 9;[A] = 9;A").

¢ remarque : en patrticulier lorsqu'on déplace un vecteur sans le modifier (cette
transformation est généralement nommée “transport paralléle”, bien qu'une
telle expression soit ambigué pour la norme), ses coordonnées varient car la
base locale change, alors que le vecteur est constant.
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» Pour les coordonnées covariantes A4; = g;; A/ = A- & on obtient :
dAl = dg” Al +gU dAl .

Avec : dgy; = (I dx* &) & + &~ (% dx* &) et dA/=DA - I/, A dx?
on obtient : dA; = I};; dx/ A* + g;; DA’

Il est donc possible de définir DA; = g;; DA/ = [dA] telle que :
DA; = dA; — Ty dx’ A¥ = dA; - T%; dxf Ay
DA; = D;A; dx’ avec D;A; = d;A; —T%; A, .

» De fagon analogue pour un tenseur B =BY ¢ ®¢; (et plus généralement
pour des combinaisons de coordonnées covariantes et contravariantes) :
Jj— j k tplJ j t .k

» Ces propriétés doivent étre prises en compte dans les dérivations pour
définir les opérateurs divergence et laplacien :

V-4 = DAl = 9,A" + T, AF ;
Af =V-V§ = D;0'f = 3,0'# + Ty, 04 .
Ainsi, pour les coordonnées polaires dans le plan :
VA= 0,41+ 0,4 +T%, A' = aaAf +i Potla, (ob A =22
Af = 0,0 f + 0,0%f + %, 0'f =22 +%%+lz—’f

¢ remarque : il n'y a par contre pas de changement dans le “rotationnel” (a
part, comme pour le gradient, les précautions dues au fait que la base n'est
généralement pas orthonormée) ; en effet . D;A; — D;A; = 9;4; — 9;4; .

L exercice n° Il.

4. Relations avec la métrique

* Les relations précédentes donnent en particulier :
Dg;; = dgij i dx* Lije dx*=0.
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Cette propriété est associée a l'invariance de la norme d'un vecteur transporté
parallelement, c'est-a-dire tel que DA' =0

b ("'ZHZ) =D(g;; A'AV) =2A; DA'+ Dg;; A AV = 0.

« Cette propriété correspond en outre a: D,g;; = 0,gij — Tjix — Tjj = 0. On
obtient ainsi par permutations une autre expression de la connexion affine,
directement en fonction de la métrique :

0r9ij = Uik + Tijk 5 0igjk = Tkji + Ui 5 9j9ki = Tikj + Tij 5

Tij = % (89 + 0,9 — 0.g;;) ; symboles de Christoffel.

¢ remarque : on peut généraliser a des espaces plus complexes ou la con-
nexion affine est éventuellement différente de Il'expression précédente ; on
utilise alors souvent une seconde notation de type [kij] pour distinguer la
“connexion affine” des “symboles de Christoffel” (ou inversement).

. L . Con) 1 ik . P
On en déduit par ailleurs : T; = 297 0:gjic - Mais la matrice inverse peut
. ; Jk . . . . ;
s'écrire g’k = y? en fonction du déterminant g et des mineurs y/* des g;; .

a;(Vial) _

Ainsi: 0,9 =y/* 0,9, = g g’* 0,9;, et finalement : F’;j =77

On en déduit ainsi d'autres expressions des divergence et laplacien :

S 7oAl oagai diel) o ai(Jlglal)
VA= DAl = oA+ T 4l = L |
Af =V -Vf = D,0'f = 9,04 + ai(fl_f) dif = ai(@f 9.

L exercices n° lll et IV.

5. Produit vectoriel

* Dans le cas particulier d'un espace de dimension trois (mais des généralisa-
tions sont possibles), tout tenseur antisymétrique a trois coordonnées indé-
pendantes : B?3 = —B3? ; B3' = —pB13 ; p12 = —p21

p i1 i
Il est donc tentant de le représenter par un “pseudo-vecteur’ : B! « > gtk Bjy

en utilisant les quantités % “totalement antisymétriques” (les seules compo-
santes non nulles sont +1 selon le signe de la permutation de {ijk} ).
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¢ remarque : le facteur > sert a compenser les doubles comptages, ou bien il
faut limiter la sommation sur “jk” aux paires avec k > j .

* Une telle expression ne définit toutefois pas un vecteur ; en particulier :
ijk —
e Iim gjn gkp =g Emnp * Emnp .

On peut alors chercher s'il existe une fonction # telle que # &Y% soit un
tenseur dont I'écriture soit invariante, de méme que celle de la métrique

(Dg;j =0).

Cette condition correspond a :
D(# €Y%) = d(# €U*) + Fimn # ™k dxm
4T F ™ dx™ + T § U™ dx™

0=20,4 ek +Tt , Fe™k+T)  femk Tk §eim
0=0,$e23+TL , #emB3+T2%, $e™ +T3,, #12m ;
0 =an7§+r11n#+l—‘22n#+r%n# ;

g, nlVlgl) | 1
0=+ (|g| R

lgl

+ On peut alors en particulier définir une notion de produit vectoriel par :
[4 x B] = 0% 4;B, ; [AxE] = lgley A B*

De méme on peut représenter le rotationnel par : [V X A] gtk 9, Ay -

ﬁ

L exercice n° V.



