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GEOMETRIE RIEMANNIENNE EN ESPACE PLAT - corrigé des exercices

I. Coordonnées sphériques

1.

- Un déplacement infinitésimal : dM = dr %, + r d6 U, + rsin(8) do i, correspond pour l'abscisse
curviligne & : ds? = (dM )" = dr? + 2 d0? + r?sin?(6) dg? .

* Tous les coefficients non diagonaux de la matrice g;; sont donc nuls (aucun terme en dr.d6 , dr.de
ni do.de ) etles coefficients diagonaux sont: g;; =1 ; g, =1% ; gs3 = r?sin?(0).

- Le déplacement infinitésimal : dM = dr i, + r d6 iy + r sin(8) de i, correspond sur la base locale

a: dM=dré, +doé,+dpé, (avec x, =7 ; %, =60 ; x3 =@ ).

- Par identification, on en déduit : & =1, ; €, =riy; € =rsin() U, .

¢ remarque : cette base est orthogonale, donc on retrouve bien que les produits scalaires non diago-

naux sont nuls : g;; =¢€;-€; =0 pour i=j ; par ailleurs on retrouve aussi les termes diagonaux :

gii = (8)? (la base locale n’est pas normée).

* Le vecteur unitaire u, = %,(6,) a pour variation élémentaire : du, = df Uy + sin(f) dp i, , ce
. '] - 1 - 1 -

qui peut s’écrire : de, = = do e, +- dopes .

» Ceci correspond a: T¥,; =0 saufpour: T?%, =% et I3, = %
* Le vecteur unitaire iy = 1iy(6,p) a pour variation élémentaire : diiyg = —d6 i, + cos(0) dp i, , ce
qui peut s’écrire : dé, = dr iy +rdiyg = —r df &, +% dr é, + cot(8) do é; .

» Cecidonne : T'; =0 saufpour: Iy, =-r ; I'%, =% et I35 = cot(0) .

- Le vecteur 1, =1,(p) a pour variation élémentaire : di, = —sin(6) do U, —cos(8) dp iy, ce
qui s’écrit . dé; = dr sin(8) i, +r cos(8) db i, +r sin(9) di, ;

dé; = —r sin?(0) do &, — sin(0) cos(0) do é, + E dr + cot(0) dﬁ] é; .
+ Ceci donne : F"3j =0 sauf pour:

I, = —rsin?(8) ; T'%; = —sin(8) cos(8) ; T3y =% et T35, =cot(d).
¢ remarque : on constate la symétrie par rapport aux deux derniers indices : Fkij = F"ji .

+ En abaissant le troisieme indice (multiplication par la matrice g, ) :
D=7 et T3;3=7rsin?(0) ; Tap=-1 ; D=7 et T4y =12 sin(d) cos() ;
I35 = —7 sin?(0) ; T,33 = —r? sin(@) cos(8) ;
[33; =7 sin?(0) et T35, =r? sin(0) cos(H) .

¢ remarque : on constate la symétrie par rapport aux deux derniers indices : T};; = Ty;; .

I1. Dérivations en coordonnées sphériques

1.

- Le déplacement infinitésimal : dM = dr i, + r df Uy + 1 sin(8) do i
a: dM=dré, +doé,+dpé, (avec x, =7 ; %, =60 ; x3 =@ ).

- Par identification, on en déduit : & =1, ; é, =riy; é =1 sin(@) U, .

* Tous les coefficients non diagonaux de la matrice g;; sont donc nuls (aucun terme en dr.d6 , dr.de
ni do.de ) etles coefficients diagonaux sont: g;; =1 ; g,, =712 ; ¢33 =r? sin?(9).

« Les coefficients non diagonaux de la matrice inverse g/ sont donc nuls et les coefficients diagonaux
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sont: g"=1;49"=5,4g = i)

» correspond sur la base locale



2. + Ainsi, pour les coordonnées sphériques :
Ty — 411 > 22 > 33 3 W= 10V o 1 v T
VW =g'"09,Ve +g*c0,Veé,+g>>0;Ve; = 5y Ur T op Tl +— @) o9 | sin(0) U, ;
=1 v - 10V > 1 v -
VV—;UT-F;%'UQ rsin(e)ﬁu‘p'

3.a. - On obtient dans ce cas (a part les symétries, les autres coefficients sont nuls) :
%, =- et ;==
r,,=—r et TI3;=cotd) ;
I, = —r sin?(8) ; T'%; = —sin(8) cos(H) .
+ On en déduit :
VA =0,A + 0,A% + 0,43 + (T%, +T3,,) A + T3, A% ;

T. 2 _94m , 1 % 1 94, 2 cot(8)
V-A= ar + r 00 +r sin(@) d¢ + r A[T] + r A[e] :
¢ remarque : il faut faire attention aux conventions “usuelles” notant Ay, , Ajg) et Ay, (ou ici des cro-

chets ont été ajoutés afin d'éviter I'ambiguité) les coordonnées contravariantes sur la base orthonor-
mée, c'est a dire pour Ay = /g, A" = g¥ 4; .

3.b. - De fagon analogue :
Af = 0,0 F + 0,024 + 0;0%F + ([%, + T35,) 01F + 35, 3%
1 9%f 1 8% | 2 9 | cot(6) af
or2  r2 962  r2sin2(P) dp?  r or r2 90’

III. Dérivations en coordonnées sphériques

1. - Le déplacement infinitésimal : dM = dr U, +r d6 iy + rsin(0) dp U
a: dM=dré, +doé,+dpé, (avec x, =7 ; x, =60 ; x3 =@ ).
- Par identification, on en déduit : & =1, ; é, =riy; é =1 sin(d) U, .
* Tous les coefficients non diagonaux de la matrice g;; sont donc nuls (aucun terme en dr.d6 , dr.de
ni do.de ) etles coefficients diagonaux sont: g;; =1 ; g,, =12 ; gs3 =12 sin?(0).
« Les coefficients non diagonaux de la matrice inverse g/ sont donc nuls et les coefficients diagonaux

11 4 . 22 1 . 33 _ 1
sont: g"=1;49"=5,g = i)

» correspond sur la base locale

2.a. - Le déterminant du tenseur métrique est: g = r* sin?(8).

P 6i(MAi) _ 04y | 1 04 1 041p] |, 2 cot(8)
OnendedUIt.VA—T—a—r T 30 TU(Q)W-I_;A[T]-I- - A[g].

¢ remarque : il faut faire attention aux conventions “usuelles” notant Ay, , Ajg) et Ay, (ou ici des cro-
chets ont été ajoutés afin d'éviter I'ambiguité) les coordonnées contravariantes sur la base orthonor-

mée, c'est a dire pour A = /g, A" =g 4; .
) oi(Vigla'¢) a2 1 a2 1 82f 2 0f . cot(6) af
2.b. - De facon analogue : Af = o Cattre T ram@ e Tr T a6

IV. Coordonnées bipolaires

oM

ary

l.a. - Le vecteur de base &, = 611\7 = [ est associé a une variation de r; (dans le sens croissant)

rp=Cte
avec r, constant. Ceci correspond a un déplacement sur le cercle de rayon r, dans le sens de 6,
croissant, ce qui est justement I'orientation du vecteur unitaire iy, (et inversement pour ¢, et iy, ).

I.b. - On obtient dans le triangle : L? =r,2 + 1,2 — 21,1, cos(f;) avec ; =m—0, — 6, .
2_ .. 2_ .2
- Ceci correspond effectivement a : cos(6, + ,) = ==L —12
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l.c.

1.d.

3.a.

* Pour une variation dr; avec r, constant, la longueur du
déplacement est ds =r, df, (arc de cercle élémentaire). Or,
l'angle entre ce déplacement (selon iy, ) et la direction de

0,M (selon %,,) est ~—6; =6, +6,—~ . La variation cor-
respond donc & : dr; = ds cos (7—2r — 93) = ds sin(6; + 6,) .

-Or, dans ce cas: &, d(r,) =0,Mdx, =dM ou encore :

- . AT 1
lle;ll d(r;) = ds . Par comparaison : |l& ]|l = PR (et de

méme pour ||&,]|| d'aprés la symétrie du dispositif).
* En utilisant sin(6, + 6,) = Jl — cos?(6, + 6,) on obtient le résultat indiqué (de ce cété de 0,0, ).

0, 0,

* En sachant que ds? = g;; dx'dx/ avec gy, = ||é,]I*> et g,, = |lé,]I> on obtient effectivement les
coefficients indiqués pour les termes en dr,” et dr,” .
* Le troisiéme coefficient, pour le terme en dr; dr, , correspond a :

2 L2—r12—r22

o3 3 _ 5 S _ 5 cos(61+63) _ ( 21172 )

g12 + 921 =2 el eZ =2 ”elll . "ezll COS(T[ - 63) =2 sin2(61+92) - 1_(L2—T12—T22)2
2711712

« Lors d'une variation de r, avec r, constant, le vecteur unitaire &, = a pour dérivée

1 —
— 1
sin(6,+6,) 92

. . - 1 a(sin(61+62)) — 1 9,

partielle : d,¢, = T sin2(0,+65) ( or, ) 02 T Sin(0,46,) o

. . cos(61+6, 061 902\ - .
* Le premier terme est: T (0,18, (a—r1 a—rl) e, avec:
060, __ cos(01+65) 00, 1
dr; 1y sin(0,+65) ar, 1y sin(0,467)
* Le second terme correspond a :

1 dug, 86, _ 1 i

sin(0,+6,) 06, ory 7, sin2(0,+65) 2"

* Les projections : 1y, = sin(6, + 6,) u,, + cos(6; + 6,) iy,
donnent : u,, = é, —cos(6; +6,) €, .
*D'aprés: 0,8, =T, 8 +T%,8é, on en déduit (ici sans
expliciter les angles fonctionde r; etr, ) :
. —_ cos?(01+63) . 2 - _ 1

1 7y sin2(6,46,) ' 11 75 Sin2(6;+6,) O, 0,
+ Par symétrie du dispositif :
2. —_ cos?(61+62) . p1 _ _ 1

2z r, sin2(8,+6,) ' = 22 1 Sin2(81+6,)

« Lors d'une variation de r; avec r, constant, le vecteur unitaire é, =

1 — sy
— r-
Sin(0,+6,) Ug, apour dérivée pa

. . . 1 d(sin(8,+62)) — 1 dtg,
tielle : 9,¢, = sin2(61+65) ary 01 " Sin(6,+6,) ory
. s cos(01+6,) (061 , 062\ - N -

* Le premier terme correspond a : ———= (—+ —) ¢, avec (de fagon analogue a précédem-

sin(61+6,) \drq ary
. 061 _ cos(61+67) 962 _ 1
ment) : ary 1y sin(61+6,) ary 1y sin(61+6;)
. L 1 dug, 96, _ cos(01+6,) —
Le second terme correspond a : Sn.70)) 96, o = rismi(eaoy Uni -

* Les projections : 1y, = sin(6, + 6,) U,, + cos(6; + 6,) i, donnent: i, =é —cos(6; +6,) €, .

Y N 5> 1 2 2 2 st - rl o €os(61+6) | 2 cos(8:1+6;)
D'aprés : 0,e, =T",¢e, +T%, e, onendéduit: I',, = ey 0 L 12T T smiteaey) -

6,+6 61+6 ;g
_cosatby) opa o _ositf) . on erifie alors quion ob-

. o ftrioe - T2 — _ __
En utilisant les symétries : T'%,; T sin?(6,46)) 21 2 (0,460

tient: I',, =TY, et I'%4, =T%,.

* On peut utiliser la relation générale : T;;; = %(aigjk +0;9ix — akgi,) .
+ On obtient ainsi :

1
[ = 561911 =-

cos(61+657) (% %) _ cos(61+65) (1 cos(81+62)) .
- = - ’

sin3(0,+6,) \dr;  ory sin*(6,+63) \ry T



L. =9 —16 _ 14cos2(6,+65) (% %) cos(61+65) (% @)
211 1912 =5 %2911 sin3(0,+6,) \ory om sin3(0,+6,) \or, = ary
_ 1+cos?(81+6,) (1 | cos(H1+62) cos(61+62) (1 | cos(61+6;)

- sin%(61+65) (_ ) ( )

Tz 1 sin*(61+6;) \ry T2
_ 1 (cos3(91+92) +i) .
sin*(61+6,) 1 2/
1 cos(61+62) (1 | cos(61+63)
T =T ==0 = - - .
112 121 = 502911 sin*(61+62) \ry 2 ’
1 cos(61+62) (1 | cos(61+6;)
Tp1z = Th1 = 50182 =11y = — r '
212 221 2 1922 111 sin*(6,+6,) \ry T1 ’
1 1+cos?(61+65) (961 | 067 , cos(61+62) (96; | 06,
Y e o A TEAT T
122 2912 501922 sin3(6,+63) ar2+ar2 sin3(61+6,) \or; ~ ary

_ 1+cos2(6,+65) (l cos(91+92)) cos(61+65) (i cos(91+92))
- sin%(61+65)

r1 T sin*(6,+6,) \ry r1
_ 1 (cos3(91+92) n 1) .
sin*(0,+63) T r/
1 cos(61+6;) (061 , 06, cos(61+6;) (1 cos(61+67)
Loz = 302022 = =i (e + 5r2) = ~sviasen Gy )-
1402 2 2 sin*(01+62) \ry T2

3.b. - On peut utiliser la relation : T¥; =T,;; g® ol g** est le tenseur “inverse” tel que g;; g’* = & .
- On obtient ainsi : gt =g?2 =1 ; g'?2 = g?' = —cos(6, + 6,) .
+ On retrouve ainsi :
1 11 21 _ _ _cos?(0:1+62) .
[Ny =hng +hngs = 11 Sin?(6,46,)
2 _ 12 2 v .
[ =l g+ g = 1y Sin?(0,40,)

cos(61+67)
Fl — l"l =T 11 T 21 — __ .
12 21 129 t1ing 1 Sin2(8,+6,)

_ cos(61+67)
15 sin2(6,+6;) ’
1

F212 = F221 =T g12 + o2 922 =
Fl22 =TIz 911 + I 921 =

- r1 sin2(8,+6,) ’
cos2(61+65)

- Ty sin2(8,+6,)

F222 =TIz 912 + I 922 =

V. Dérivations en coordonnées sphériques

1. - Le déplacement infinitésimal : dM = dr i, + r d6 iy + r sin(0) de i, correspond sur la base locale
a: dM=dré, +doé,+dpé, (avec x, =7 ; x, =60 ; x3 =@ ).
- Par identification, on en déduit : & =1, ; é, =riy; é =1 sin(d) U, .
* Tous les coefficients non diagonaux de la matrice g;; sont donc nuls (aucun terme en dr.d@, dr.de
ni do.de ) etles coefficients diagonaux sont: g;; =1 ; g,, =712 ; ¢33 = r? sin?(9).
« Les coefficients non diagonaux de la matrice inverse g/ sont donc nuls et les coefficients diagonaux

11 4 . 22 1 . 33 _ 1
sont: g"=1;49"=5,4g = i)

2. - Lerotationnel est associé au produit extérieur : [V /\/T]U = D;A; — DjA; = 0,A; — 9,4, .
¢ remarque : on obtient en effet D,4; — D;A; = (9;4; — T¥;; Ay) — (9;4; —T%; A,) avec I'*;; =T%; .
+ On obtient ainsi :
— > a
[VAA ]23 = 0,A; — 034, =r cos(6) A +7 sin(6) 2ol _ T 2416) ;

20 dp
N dA[, . . 94[g] .
[VAA ]31 =034, — 0,45 = a(;] — sin(6) A —7 sin(6) a[r(p] ’
- o a4 dA[,
[VAA], =014, = 0,4, = Ajgy +1 — 2 ——1.

¢ remarque : il faut faire attention aux conventions “usuelles” notant Ay, , Ajg) et Ay, (ou ici des cro-
chets ont été ajoutés afin d'éviter I'ambiguité) les coordonnées contravariantes sur la base orthonor-
mée, c'est a dire pour A = /g, A" =g 4; .

. T S1aiz .2 S =2 S .
* Ceci correspond a: VAA=[V]A/éné=[VAA] ¢ ®§& avecici:
€, Qé; =1?sin(0) Uy U, ; é;Q®¢é =1 sin(d) U, QuU, ; é,Q&, =1, Q.
* On obtient ainsi :

YAA _ 1 =~ __ cot(9) 1 04y _ 1 dAg) .
[VAA][ew]_rz sin(6) [VAA]23_ r A[‘P]+
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AL - __ 1 04y 1 041p) .
[VAA ][<pr] “r sm(9) [ AA] T r sin(@) 6<p - ; A[‘p] - 6r(p ’
= - _ aA[g] aA[T]
[VAA][TQ]—;[VAA]l A 1t e

Dans un espace de dimension 3, ce tenseur antisymétrique n'a que trois composantes indépen-
dantes ; il peut donc étre représenté par un pseudo-vecteur B=V x 4 tel que: Bl =—¢

ijk 7.

0 remarque : ceci correspond & l'opérateur VAA = [B x| .
- Le déterminant du tenseur métrique est : g = r* sin?(9) .
+ On obtient ainsi

v (9) 1 aA[(p] 1 6A[9] i
[V X A] [V A ] = ot Ay +2 Zlel
J_ r 20 rsin(@) dg
[Vx 4] == [Va N, = "’Am _Lg 10 .
\/_ r2 sm(9) dp 2 Olel T 7 T
__1 i1 — 1 04 1 94
[V XA] _M[VAA _r251n(9) A[]+rsin(9) or 72 sin@) 96
« Ceci donne finalement :
[Vxﬁ][r]=[§xj]l—wt(e)A _M_; d4g) ’
T a6 r sin(@) d¢
[Fx 4] =r [Fxd] =— 2 1, 2.

r sin(@) d¢ r [¢] or ’
= > 1[e] _ . = >3 _ aA[g] 1 aA[T]
[V x A]" =7 sin(@®) [V x 4] = Ay + =2 e
¢ remarque : on obtient les mémes expressions que pour VAA (méme si elles sont utilisées diffé-
remment) parce que la base (%, , ,ﬁ’(p) est orthonormée.



